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Introduccion

La Geometria Plana es una parte de la geometria que se encarga del
estudio de las propiedades y las medidas de figuras que se estudian en
dos dimensiones, es decir, en el plano. Asi mismo es una herramienta
fundamental para estudiantes de ingenieria en el desarrollo de
habilidades y destrezas para su desenvolvimiento en el estudio del
algebra, dibujo técnico, calculo, trigonometria, fisica, y demas topicos
bésicos de ingenieria.

La presente obra, en su primer tomo, tiene el objetivo de brindar al lector
una herramienta para definir los conceptos basicos de la Geometria
Plana, poniendo énfasis en las propiedades, teoremas y operaciones de

segmentos, angulos, poligonos, y triangulos.

La obra pretende que los lectores sean capaces de describir las
operaciones con segmentos rectilineos, reconocer los tipos de angulos,
aplicar los teoremas de angulos, determinar los teoremas aplicados a
poligonos, identificar los rectas, segmentos y puntos notables de los

triangulos.

Cada capitulo del libro tiene una seccion de preguntas de

autoevaluacion, con la finalidad de que el lector tenga la oportunidad de



reafirmar sus conocimientos geométricos. Ademas, se presentan
ejercicios resueltos que se han desarrollado utilizando procedimientos
sencillos, proposiciones fundamentales, ayudando de esta forma a los
lectores en mejorar el aprendizaje de la Geometria Plana; finalmente, se

proponen ejercicios para el estudio y anélisis de los lectores.



CAPITULO l

Geometria euclidiana







Capitulo 1
Geometria euclidiana

“Primeramente como profesor,

después como compafiero,

yo le respetaba y admiraba,

él sabia mucho,

pero un dia se llevo todo...;

dejemos algo que pueda servir a otros”

— Anonimo

Objetivo

Reconocer los elementos simples de la geometria plana,
estableciendo los conceptos y definiciones basicas de términos
geométricos y matematicos, que permitan al lector iniciar el

conocimiento en esta area.

El hombre, al observar la naturaleza y todo cuanto lo rodea, fue
creando conceptos de representaciones, lineas rectas y curvas, figuras
planas, cuerpos, volimenes. De este modo, la luna y al sol los veia
proyectados como discos, el haz de luz le dio la idea de linea recta; los

bordes de algunas hojas y el arco iris, la idea de curva; los troncos de



algunos arboles y las montarias le dieron idea de las formas més diversas.
La construccion de casas con sus paredes verticales y sus techos
horizontales surgi6 la nocion de perpendicularidad y paralelismo; se llegd
a descubrir que la distancia mas corta entre dos ciudades es el camino

recto.

Si bien en Egipto surgieron los conceptos de geometria en forma
practica, fue en Grecia donde estos conceptos adquirieron forma
cientifica, alcanzando su maximo esplendor estrechamente ligados a la
filosofia; de tal manera que para ingresar en la escuela filoséfica de Platon

se debian tener conocimientos de geometria.

Se puede destacar los aportes de Tales de Mileto (640 — 548 a. C),
uno de los siete sabios de Grecia, Pitdgoras (580 — 496 a. C), famoso por
el teorema que lleva su nombre, y Euclides (325 -275 a.C.), que dio origen

a la Geometria Euclidiana [1], [2].

Los primeros conocimientos geométricos que tuvo el hombre
consistian en una serie de reglas préacticas, asi los antiguos egipcios,
chinos, babilonios, romanos y griegos emplearon la geometria en la
agrimensura, la astronomia, la navegacion y otras actividades, los
conocimientos geométricos de los egipcios estan patentemente reflejados

en la construccion de las grandes piramides del valle del Nilo.

Las escrituras que estan descritos en “Elementos de Euclides” son

después de la Biblia, el libro mas divulgado que hay en el mundo; por lo



que hasta se puede afirmar que en el conocimiento de la geometria como

una obra de contenido universal [3].

En tiempos modernos en que vivimos, si miramos a nuestro
alrededor observamos “geometria” por todas partes en construcciones,
barcos, aviones, satélites artificiales, ferrocarriles, robots, instrumentos
médicos, instrumentos de laboratorios, fabricas, etc.; todas estas cosas,

son construidas aplicando los criterios de la geometria.

Definicion de geometria

Es una la rama de las matematicas dedicada al estudio de las
propiedades de las figuras y de los cuerpos, sin tomar en cuenta, su
ubicacion, su tamafio ni su estructura que los compone. Considerando

puntos, lineas y planos [4].
Objeto de la geometria

Su estudio se fundamenta en las figuras geométricas desde el punto

de vista de su forma, medida y de las relaciones que tienen entre si.



Clases de geometria

Existe una gran variedad de geometrias, bien diferenciadas unas de
otras por su complejidad y aplicabilidad matematica, teniendo como las
mas destacadas y significativas dentro de la Geometria Plana o llamada

también Geometria clésica las siguientes [5]:

e Geometria euclidiana

e Geometria no euclidiana

La distinta naturaleza de las propiedades analizadas y la variedad
de criterios han dado lugar a la existencia de un gran nimero de tipos de
geometrias, bien diferenciadas entre si, siendo las mas conocidas e

importantes las siguientes:

Geometria euclidiana

Se caracteriza por ser de caracter axiomético deductivo, partiendo
de los conocimientos basicos de Euclides (matematico que vivio en la

Antigua Grecia). Los postulados de la geometria euclidiana son [2]:

e Primer postulado: "por dos puntos distintos pasa una recta.”

e Segundo postulado: “un segmento rectilineo puede prolongarse
continuamente en una recta.”

e Tercer postulado: “hay una unica circunferencia para cada centro

y diametro.”



e Cuarto postulado: “todos los angulos rectos son iguales entre si.”
e Quinto postulado: “si una linea recta corta a otras dos de manera
que la suma de las medidas de los angulos interiores de un mismo
lado sea menor que las medidas de dos angulos rectos, entonces
dichas rectas, prolongadas suficientemente, se cortaran del mismo
lado de la primera linea recta en que se encuentren aquellos

angulos cuya suma es menor que la medida de dos rectos”.

La geometria euclidiana nace y surge al analizar el quinto
postulado. Este postulado es equivalente al axioma de John Playfair
(1748-1918) que dice “Por un punto exterior a una recta pasa una unica
paralela.” El quinto postulado (postulado de las paralelas) es el més
conocido debido a la polémica suscitada entre los matematicos de si
puede ser o no demostrado a partir de los otros cuatro. Algunos
matematicos que intentaron demostrar este postulado fueron Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) y Johann Gauss (1777-1855) [2].



Figura 1.1

Geometria Plana o
Planimetria

Geometria del espacio o
Estereometria

Geometria Euclidiana Geometria Analitica

—  Geometria Descriptiva

—  Geometria Proyectiva

Geometria plana o planimetria
Estudia las figuras geométricas ubicadas en un solo plano, en las

que, para ubicar un punto, se requiere de dos coordenadas.

Geometria del espacio o estereometria
Llamada asi porque estudia las figuras geométricas, tales como:
lineas, cuerpos solidos u objetos que estan ubicadas en diferentes planos

0 en el espacio. Elementos geométricos en tres dimensiones.

Geometria analitica
Estudia en profundidad las figuras geométricas como lineas,
superficies y cuerpos geométricos mismas que estan representadas por

expresiones algebraicas y numéricas empleando ejes y coordenadas



cartesianas que estdn localizadas en un plano o en el espacio
constituyendo una relacion directa entre el algebra y la geometria

elemental.
Figuras basicas de la geometria analitica

Recta: Ecuacion caracteristica Ax+By+C=0
Circulo  Ecuacion caracteristica  x2 + y2 =2
Pardbola  Ecuacion caracteristica y = ax? + bx + c.

Hipérbola Ecuacion caracteristica (x-h)? =4p(y-k)> 0" (y-k)? = 4p(x-y)?

. ., . L x? 2
Elipse Ecuacion caracteristica — + =1
a b?

Figura 1.2




Geometria descriptiva o proyectiva

Relaciona los conocimientos béasicos de la matematica para
solucionar analitica y graficamente las distintas figuras geométricas en el

plano como en el espacio.

Geometria no euclidiana o no euclidea

Son aquellas que no aceptan el quinto postulado de Euclides.

Geometria hiperbdlica o de Lobatchevsky (1793 - 1856) matematico

ruso

Es un tipo de geometria que cumple Unicamente con los cuatro
primeros postulados de la geometria euclidiana. En esta geometria se
sustituye el quinto postulado por el siguiente axioma (axioma de Bolyai):
"Por un punto exterior a una recta pasan dos rectas paralelas que separan

las infinitas rectas no secantes de las infinitas secantes.”

Geometria eliptica o de Riemann (1826 - 1866) matematico aleman

La geometria de Riemann llamada también esférica o eliptica, tema
especial de una geometria general. En ella el plano es la superficie de una
esfera determinada por un elipsoide de revolucion que se obtiene al girar

una elipse alrededor de uno de sus ejes de simetria [6].



Figuras geométricas

Geométricamente son superficies o planos que estan delimitadas
por lineas rectas o curvas, como también cuerpos formados por
superficies. Es un conjunto infinito de puntos, como la recta, el plano y
los solidos.

Figuras geométricas de acuerdo con su forma y tamario

Iguales: son figuras que son iguales en su forma y en su area.

Diferentes: son figuras que son diferentes en forma y area.

Equivalentes: cuando tienen diferente forma, pero igual area.

Semejantes: figuras que tienen diferente area e igual forma.

En la geometria moderna (determinada por ser axiomatica), los
conceptos esenciales o primitivos no se pueden definir, por lo que
también son llamados términos indefinidos debido a que no se pueden
definir de una manera exacta pudiendo Unicamente ser estableciendo

Unicamente su existencia. Siendo los siguientes [5]:



Figura 1.3

Punto
Linea
Términos —
geomeétricos no Superficie
definidos
Cuerpo
Medida

Punto

Es una sefial casi imperceptible que se presenta en una superficie
de una manera natural o artificial, identificandose como una figura
geométrica que tiene POSICION careciendo de dimensiones
LONGITUD, ESPESOR, ANCHURA.

Puntos colineales

Puntos que estan unidos por una misma recta.



Puntos consecutivos

Son los puntos que se marcan en una misma recta siguiendo un
orden determinado. Ej. A,B,C,D, ...

Linea

Es una sucesion infinita de puntos siguiendo una direccion
determinada, caracterizada por tener dimensiones POSICION,
LONGITUD careciendo de ESPESOR y ANCHURA.
Tipos de lineas [7], [8]:
Linea recta

Es una linea generada por el desplazamiento infinito de un punto
siguiendo una misma direccion, se caracteriza por no tener un punto

inicial ni un punto final.

Figura 1.4

Semirrecta

Es la parte de una recta que no tiene un punto de inicio ni un punto

final indicando uno de sus sentidos con una punta de flecha.



Figura 1.5
SEMI-RECTA SEMI-RECTA

Rayo

En geometria el rayo se considera como a una semirrecta, su

diferencia es que el rayo si tiene su punto de origen.

Figura 1.6

= L) [ -

RAYO RAYO

Segmento de recta

Es una porcion de una recta comprendida entre dos puntos

consecutivos donde su longitud si se puede determinar.

Figura 1.7

°
® 3

Tipos de segmentos rectilineos [8]:

Segmentos colineales

Son aquellos que se encuentran en la misma direccion de una
recta.



Figura 1.8 [1]

Segmentos no colineales

Son aquellos que no se encuentran en la misma direccion de una
recta.

Figura 1.9 [9]

Direccion




Linea curva

Linea caracterizada por que va cambiando continuamente de

direccion y posicion.

Figura 1.10

Linea quebrada o poligonal

Conformada por el conjunto de algunos segmentos rectilineos en
donde el punto final de un segmento es el punto inicial del siguiente

segmento.

Figura 1.11 [10]

Linea poligonal akbrierta

Linea poligonal cerrada



Linea poligonal convexa
Es aquella linea que estd ubicada en un semiplano y que al
prolongar en ambos sentidos sus segmentos cualesquiera de sus lados,

estos quedan en un solo semiplano.

Figura 1.12 [11]

Poligonal Convexa

Linea poligonal concava
Se encuentra ubicada en un plano cuando al prolongar en ambos

sentidos, alguno de sus lados de la linea quebrada poligonal, queda en un

semiplano y la otra parte de ella queda ubicada en el otro semiplano.



Figura 1.13 [11]

/
/
/
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Poligonal Concava

Linea inclinada

Es una linea cuya posicion con relacion a una horizontal forman un

angulo; son las que no tienen la direccidn vertical ni horizontal.

A

HORIZONTE

Figura 1.14

Linea mixta

Es aquella que se encuentra conformada por un conjunto de

segmentos rectilineos y una o varias lineas curvas.



Figura 1.15 [12]

mixta

Linea espiral

La linea curva se genera por un punto que gira alrededor de otro
punto considerado como centro, mientras se acerque o se aleje de é€l, en

una direccion determinada.

Figura 1.16 [13]

@



Superficie o plano

Conjunto infinito de puntos considerando dos dimensiones que son
laLONGITUD y la AMPLITUD. El tipo de superficie dependera del tipo

de linea que la genere. Si se mueve en un plano o en el espacio.

Semi-plano

Se llama a cada una de las dos regiones en que una recta divide al

plano.

Figura 1.17 [14]

semi plano b

semi plano a

Superficie curva

Es la que se forma por el movimiento sucesivo de una linea curva.



Figura 1.18 [15]

Superficie quebrada o poliédrica

Es aquella formada por diferentes poligonos planos no coplanarios

vinculados de dos en dos en forma consecutiva.
Figura 1.19 [16]

VSO




Superficie mixta

Es la que estd conformada por algunas regiones planas y regiones

curvas.

Un plano puede estar determinado por:

e tres puntos no colineales, ni coincidentes;
e Uunarecta y un punto externo a ella;
e dos rectas secantes;

e dos rectas paralelas.

Representacion de un plano

e Un plano puede representarse por un triangulo.

Figura 1.20

Ej.: Plano ABC

e Por una figura geométrica irregular colocando en su interior, una

letra mayuscula o una letra griega.



Figura 1.21

Ej.: Plano A

e Por un cuadrilatero ubicando literales en cada uno de sus vértices,
y, que para su designacion se consideran los literales de los
veértices opuestos de la figura.

Ej. * Plano AC
* Plano DB

D C
Figura 1.22

Cuerpo geométrico
Figura geométrica que es parte del espacio encerrada o limitada por

superficies planas o curvas, caracterizadas por tener POSICION,
LONGITUD, ANCHURA y ESPESOR.



Figura 1.23 [17]

Medida

Es el resultado de comparar dos 0 mas magnitudes, una conocida y
la otra desconocida de igual especie o condicion, que se toma como
unidad referencial a través de un instrumento marcado de la misma
condicion. Geométricamente pueden presentarse de las siguientes

maneras:

e en una linea la unidad de medida (segmento rectilineo o
curvilineo): estd representado por un numero positivo Unico
[lamado longitud pudiendo tener como unidades de medicién

(mm, cm, m, pulgadas...etc.);

e un angulo geométrico esta expresado por un numero positivo que

indica su abertura; la medida angular puede estar expresada en el



Sistema Sexagesimal o inglés;
Sistema Centesimal o francés;

Sistema Radial o internacional.

¢ la medida de un area estara representada por un nimero positivo
unico que indica la medida de una superficie. (Son unidades de

area: (mm?, cm?, m? .. .etc.);

e lamedida del espacio tridimensional ocupado por una cantidad de
materia se conoce como volumen gue encierra un sélido (cuerpo).

(Las unidades de volumen son: mm?, cm?, m3.. etc.).

Lugar geométrico

Esta conformado por el conjunto infinito de puntos que gozan de
una determinada propiedad comun, Asi, por ejemplo, la mediatriz de un
segmento. La bisectriz de un angulo, un punto de la circunferencia y su

centro, etc.

e Un punto al moverse infinitamente en una misma direccion
genera una linea recta.
e Una linea al moverse infinitamente en el espacio y no sobre si

misma genera un plano o una superficie.



e Una superficie al desplazarse infinitamente en el espacio y no

sobre si misma engendra un sélido; (un solido o cuerpo

geomeétrico esta formado por el conjunto infinito de superficies o

planos).

En el inmenso campo de las matematicas es muy comun el empleo

de algunos términos siendo los mas importantes los siguientes [18] y [8]:

Figura 1.24

Postulados

Términos
matematicos o
proposiciones

Axiomas

Hipdtesis
Teoremas
Tesis

Lema

Corolario

Escolio

Problema



Proposicion

Proposicion geomeétrica, alcanza ser definido como un enunciado
pudiendo ser calificado como verdadero o falso ya demostrado o que se
ha de demostrar

Axioma

Es un enunciado matematico cuya verdad universal es tan sencilla

y evidente que no necesita ser demostrado.
Teorema
Un teorema es un enunciado que para ser aceptada necesita ser

demostrada mediante operaciones matematicas. Todo teorema consta de

dos partes:

e Hipotesis (H)
Es la condicion de una cosa que se supone cierta para sacar de ella

una consecuencia.

e Tesis (T)

Es la verdad que se requiere demostrar.



Clases de teoremas

e Teorema reciproco
Teorema reciproco es el enunciado cuya hipotesis es la tesis y

cuya tesis es la hipétesis del teorema dado.
e Teorema contrario
Se llama asi al enunciado cuya tesis es la negacion de la hipotesis
y la tesis del teorema dado.
e Teorema contrarreciproco
Se llama asi al enunciado cuya hipotesis y cuya tesis es la
negacion de la hipotesis y la tesis del reciproco.
Postulado
Un postulado es un enunciado no evidente cuyas verdades se
admiten sin demostracion, unas veces por estar de acuerdo con nuestra
experiencia e intuicién y otros porque es imposible su demostracion.

Lema

Es un teorema de poca importancia cuyo unico objetivo es facilitar

la demostracién de otro méas importante.



Corolario

Se llama corolario a toda consecuencia que se deduce de un teorema

ya demostrado por su simple razonamiento.
Escolio

Es una observacion que se realiza con la finalidad de explicar,

desarrollar o delimitar un teorema ya demostrado.
Problema

Un problema matemaético es una incognita relacionada con una
cierta idea matematica que debe desarrollarse a partir de otra idea del
mismo tipo que hay que descubrir. Todo problema matematico esta

compuesto por datos e incognitas.

Ejemplos de axiomas »
e Cualquier cantidad es igual a si misma.
AB =AB ; X =X

e Siacantidades iguales se suman cantidades iguales los resultados

son iguales.
Siz  5+3=5+3
8=8



e Si de cantidades iguales se substraen cantidades iguales, las

diferencias son iguales.

Si: 5=5
5-3=5-3
2=2

e Por un punto se pueden trazar infinitas rectas.

Figura 1.25

Ejemplos de teoremas g
e Todos los angulos rectos son iguales.

e Todos los angulos Ilanos son iguales.

e La suma de los angulos internos de un triangulo cualquiera es

igual a dos angulos rectos.

e En todo tridngulo isdsceles los angulos opuestos a los lados
iguales son iguales.

e Sidos 0 mas rectas paralelas son cortadas por una recta transversal

los angulos correspondientes son iguales.

Postulados de Euclides [2].
e Se puede trazar una recta de un punto cualquiera a otro punto

cualquiera.



Se puede prolongar continuamente una recta finita en linea recta.
Se puede describir una circunferencia con cualquier centro y
cualquier radio.

Todos los angulos rectos son iguales entre si.

Si una recta corta a otras dos de manera que los dos angulos

internos en cada uno de sus lados sean menores que dos rectos.

Ejemplos de postulados »

Por dos puntos cualquiera puede hacerse pasar una recta y solo
una recta.

La recta es la linea de menor longitud que se puede trazar entre
dos puntos.

Toda figura puede hacerse cambiar de posicion sin afectar su
forma ni sus dimensiones.

Por un punto exterior a una recta, existe una y solo una
perpendicular a ella.

Dos rectas no pueden cortarse en mas de un punto.

Ejemplos de corolarios »

Por tres puntos dados cualesquiera no colineales pasa un plano y
uno solo.

Cuando dos circunferencias son tangentes entre si el punto de
contacto esta en la linea de los centros o en su prolongacion.
Todo triangulo equilatero es equiangulo.

Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales y los

adyacentes a un mismo lado son suplementarios.



Todo angulo exterior de un tridngulo cualquiera es igual a la suma
de las medidas de los angulos internos no adyacentes y por lo

tanto es mayor que cada uno de ellos.

Ejemplos de escolios g

Si dos circunferencias son exteriores, la distancia de los centros
es mayor que la suma de sus radios.

La perpendicular levantada en el punto medio de una cuerda, pasa
por el centro del circulo y por punto medio de los arcos
correspondientes.

Todo angulo central tiene igual medida que su arco
correspondiente.

Dos tangentes a una misma circunferencia que parten desde el
mismo punto son iguales.

Dos circulos cualesquiera son figuras geométricas semejantes.

¢Como podriamos entender en nuestra mente la idea de figura
geométrica?

¢ Cudles podrian ser las diferencias que hay entre cuerpo material
y un cuerpo geometrico?

¢ Qué seria para Ud. una superficie de un cuerpo geométrico?

¢ Como se puede imaginar la linea partiendo de dos superficies?
¢COmo se puede obtener un punto geométrico partiendo de dos

lineas?
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10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

¢ Como se forma una linea a partir de un punto?

¢ Como se forma una superficie a partir de una linea?

¢COmMo se genera un cuerpo a partir de una superficie?
¢Expligue una definicién que sea valida para todas las figuras
geométricas, es decir, para los puntos, lineas, superficies y
solidos?

¢ Qué entiende por interseccion de dos figuras geométricas?
¢Cuando se dice que dos figuras geometricas son iguales?

En un cuerpo geométrico se debe considerar:

e sucolor

e sutamafio y su forma

e SUpeso

Si una superficie se mueve infinitamente forma:

e un cuerpo
e unalinea
e unpunto

Para que dos o mas figuras geométricas sean iguales deben tener:
e el mismo peso
e tener la misma forma
e i las figuras coinciden al estar superpuestas
Una linea geométrica puede engendrarse por el movimiento
infinito de un punto.
Verdadero Falso
El espacio geométrico esta formado por la atmosfera.
Verdadero Falso



17. El espacio geométrico es ilimitado.
Verdadero Falso.

18. Cualquier figura geométrica es un conjunto de puntos.

Verdadero Falso



CAPITULO 2

Segmentos rectilineos






Capitulo 2
Segmentos rectilineos

“jAritmétical jAlgebra! jGeometria!
i Trinidad grandiosa! jTriangulo luminoso!
i El que no os ha conocido es un insensato! ”

— Conde de Lautréamont

Objetivo

Describir las operaciones aritméticas con segmentos rectilineos
utilizando las propiedades de proporcionalidad y los métodos de
demostracion con la finalidad de resolver ejercicios con segmentos

rectilineos siguiendo un proceso adecuado y sencillo.

Distancia entre dos puntos
Es la longitud del segmento que los une. Ejemplo: la distancia entre

los puntos A 'y B es el segmento representado por AB. El segmento es el

camino mas corto entre dos puntos [19].



Las operaciones que se pueden realizar con segmentos son la suma,
diferencia, producto y division, las cuales se describen a continuacion
[20]:

Suma de segmentos

Si sumamos gréaficamente dos o mas segmentos consecutivos
obtendremos como resultado otro segmento cuya longitud es igual a la
suma de las longitudes de todos y cada uno de los segmentos

considerados.

Si tenemos varios segmentos consecutivos ubicados sobre una
misma recta AB, CD, RE obtendremos el segmento AE cuyos extremos
son los extremos no comunes de los segmentos planteados. Asi los

extremos no comunes son Ay E.

Figura 2.1
Al | A B, R
B = 5 E
c——bD
‘ |
R E AE = AB + CD + RE



Resta o diferencia de segmentos
Si tenemos dos segmentos AB y CD se llama resta o diferencia a
un tercer segmento DB tal que, sumado con el segmento de menor

longitud (CD), obtendremos el segmento de mayor longitud AB.

AB = Segmento minuendo SD = Segmento sustraendo
Figura 2.2
A B
A B \
C D
C D -
DB = AB - CD

Producto de un segmento por un numero natural
Gréaficamente consiste en repetir tantas veces el segmento

considerado por un nimero natural indicado.
Ejemplo: (AB) (3) = 3AB

Figura 2.3

A B
A B A B

3 AB



Division de un segmento para un niumero natural

Se llama cociente de un segmento para un numero natural, a otro
segmento que multiplicado por el niamero considerado resulte igual al
segmento inicial. Todo segmento puede dividirse en cualquier nimero de

partes iguales.
Medida de segmentos

Medir un segmento rectilineo es encontrar la razén entre el

segmento considerado y el segmento unidad.
Segmentos iguales
Dos 0 mas segmentos son iguales cuando los extremos del primer

segmento coinciden con los extremos de los otros segmentos

considerados.
Razdn simple o razén geométrica
Es la cifra que se obtiene como cociente al dividir la medida de un

segmento con la medida del otro segmento en donde ambas medidas

deben estar expresadas en las mismas unidades; una razon se puede



presentar como una fraccion, quebrado o una divisién. La razon a la vez

es una cantidad adimensional o una cantidad abstracta [18].
Una razdn se puede representar de las siguientes maneras:

Utilizando dos puntos. Ej. 1:2
Utilizando una fraccién comun. Ej. 1/5
Utilizando una cantidad decimal.  Ej. 0.50

Utilizando un porcentaje. Ej. 50 %

33m _

3
22m 2

Ejempl -
e 0:
Jemp b

En las razones geométricas se pueden aplicar todas las propiedades

de las fracciones aritméticas.
Proporcién

Es la igualdad que existe entre dos razones geométricas, es decir,
entre dos comparaciones entre cuatro segmentos (a, b, ¢, d). Si tenemos
dos razones a/b y c/d de existir una igual entre ellas, tendremos la

proporcion [19]:

ol o
oo



Teorema de Thales

Si tres 0 mas rectas paralelas intersecan a dos 0 mas transversales,

se determinan en ellas segmentos proporcionales. Pudiendo presentarse

que [5]:

Figura 2.4
A
4
- A - D >L1
AB _DE
< B - E . Lo BC EF
AB _DE
AC DF
BC _EF
C FooL AC ~ DF
] - - 3
4



Ejemplo:

Figura 2.5

AB_AC
AD AE

Puesto que una proporcion es una ecuacion; para transformarla se

pueden usar todas las propiedades de la igualdad.
. a C
Ejemplo: - =-
De existir tres 0 mas razones, se tiene una serie de razones idénticas.

] a_ c g
Ejemplo:—==—-=-==
Jemp b d h

|

Elementos de una proporcion

Q.| o

a
b
a = primer término

b = segundo término



c = tercer término

d = cuarto término

También se puede conocer como:
Términos extremos (a, d)
Términos medios (b, ¢)
Términos antecedentes (a, c)
Términos consecuentes (b, d)

Propiedades de las proporciones y serie de razones

e En una proporcién puede invertirse las razones sin que su

igualdad cambie.

Ejemplo:

e El producto de los extremos es igual al producto de los medios.

Ejemplo:
(@)(d) = (b)(c) (25)(4) = (20)(5) 100 = 100



e En una proporcion a cada antecedente se le puede sumar su
respectivo consecuente 0 a su vez, a Su consecuente sumar su

respectivo antecedente sin que su igualdad cambie.

. a c 25 20
Ejemplo: —=-— —_—=—
b d 5
a+b c+d 25+5 20+4
_—— _—— ) 6 = 6
b d 5 4
a ¢ 25 20 . 5 _ 5
b+a  d+c 5425  4+20 ’ 6 6

e En una proporcién a cada antecedente se le puede restar su
respectivo consecuente 0 a su vez a cada consecuente se le resta

su respectivo antecedente, manteniendo su igualdad.

e Enuna serie de razones, la suma de los antecedentes es a la suma
de los consecuentes; como su resultado es igual al resultado de

cualquiera de las razones que forman parte de la serie.

. a e a+c+e a C e
Ejemplo: —=—=-=-= = - == ==
b b+d+f b d f
25 20 _ 50 25420450 _ 95 _ ¢
4 10 5+4+10 19



e Que el resultado de la resta de los antecedentes con respecto a la

resta de los consecuentes es igual al resultado de cualquiera de las

razones.
Ejemplo:

25 20 50 -25-20-50 _ 95 _ 5 — 25 20 50

T4 10 -5-4-10  -19 T 5 4 10

e En toda proporcion, la suma de los términos de la primera razon
es a su diferencia como la suma de los términos de la segunda

razon es a su diferencia.

Eiemolo: a . at+b _ c+d

jemplo- 3 = ' a-b  cd
2545 _ 20+4 3 3
25-5  20-4 2 2

e En toda proporcion, la suma de los términos de la primera razon
es a la suma de los términos de la segunda razén, como la
diferencia entre los términos de la primera razon es a la diferencia

entre los términos de la segunda.



Eiemplo: _c atb a-b

Jemplo: T d c+d  cod
2545 _ 25-5 30 20 5 5
2044  20-4 24 16 4 4

e Si en una proporcion se cambian los medios entre si, o los

extremos entre si, se obtiene una nueva proporcion.
Division de segmentos
Divisién interna de un segmento

Consiste en ubicar un punto que se encuentre en el interior del
segmento planteado considerado como dato, pudiendo presentarse los

siguientes casos:

Figura 2.6
A P B

AP PB

AB = AP +PB




1.- Que la razén sea: ’y—‘ >1

AB = segmento dato
X, Yy — representan los segmentos parciales obtenidos al realizar

graficamente la division.

AP =x — primer segmento parcial.
PB =y — segundo segmento parcial.
X>y

P = Punto ubicado en el interior de AB.

AB = AP + PB
; ; . AP X
Proporcionalidad entre segmentos parciales. o5 = " > 1
2.- Que la razon sea: i <1
Figura 2.7
A =) B
° = e
AP
PB
AB =AP + PB
Figura 2.7
Endonde x <y
Proporcionalidad entre segmentos parciales;
AP AP
— <1 =<1
PB PB y



, x
3.-Quelarazénsea: -=1
y

Figura 2.8

AP %‘ PB

AB=2AP=2PB

Divisién externa de un segmento

Consiste en localizar un punto que se encuentra en el exterior del

segmento, se considera los siguientes casos:

1.- Sea la razon: ; >1 X>y
Figura 2.9
A B T
AP PB
| ||
AT

T = Punto exterior en AB

Proporcion entre segmentos parciales.

AT
T Al_X51
BT BT y



2.- Sea la razén: §< 1 X<y

Figura 2.10
S A B
SA AB
|~ ]
BS
|~} ]

S = Punto exterior en AB

Proporcion entre segmentos parciales.

AS

X<
Sy

; X
3.- Sea la razon: ; =1

Si: x =y “No existe solucion”

Division arménica

Consiste en encontrar simultaneamente un punto en el interior y

exterior del segmento dado; es una combinacion de los casos anteriores.



1.-  Cuando: §> 1

AB = Segmento dado

Figura 2.11
A P B T
- AP | PB | BT
P = Punto interior de AB
T = Punto exterior de AB
a) Division interna b) Division externa c) Division
arménica (a) = (b)
Q x >1 ﬂ x >1 £ = ﬂ =X >1
PB y BT y PB BT y
2.- Cuando: ; <1 AB = Segmento dado
Figura 2.12
A P B T
L 2
AP PB BT
|~ |
AT
|t T




P = Punto interior de AB
S = Punto exterior de AB

a) Division interna b) Divisién externac) Division armonica (a) = (b)

PB y BT vy PB

3.- Cuando: 5= 1

No existe solucién para la divisién armonica.
Divisidn de un segmento en partes iguales

Cuarta proporcional

Se llama cuarta proporcional respecto a tres segmentos "a", "b", y

"c" a un segmento "Xx" que cumple con la condicidn.

b.c
= X = —

a

oo
o

Media proporcional

Se Ilama media proporcional (media geométrica) a cada término

medio 0 a cada término extremo de una proporcion cuando estos son

iguales.

Xl
opll



La demostracion

Es la evidencia de algo partiendo de verdades universales y
evidentes. Cuya verdad se busca utilizando como recursos indispensables
0 necesarios, las proposiciones conocidas y que consta de cinco etapas
[21]:

Construccion
Informacién
Hipotesis

Encadenamiento de argumentos

o~ w0 DN

Evaluacién
Tipos de demostracion
Demostracion directa

Consiste en aplicar todos los recursos conocidos y demostrados y
que tiene estrecha relacién con la proposicién planteada cuya verdad se
afirma.

En el proceso de una demostracion directa se puede emplear dos
métodos: INDUCTIVO y DEDUCTIVO que combinados apropiadamente

con recursos metodolégicos como la observacion, experimentacion,

analisis, entre otros, se establece una verdad.



Método inductivo

Método cientifico que contiene enunciados y verdades generales
partiendo de hechos y casos particulares. EI método inductivo se conoce

como experimental y sus pasos son:

Observacion
Formulacion de hipotesis
Verificacion

Tesis

Ley

© a k~ w e

Teoria

Ejemplo:

Enunciado 1: La fachada de mi casa es de color blanco.
Enunciado 2: La fachada de la casa de mis padres es de color blanco.
Enunciado 3: Las casas del pueblo donde vivo son de fachada blanca.

Conclusion:  Todas las casas son de color blanco.

Método deductivo
Este método se caracteriza porque va de un enunciado general a un

contenido particular.

Ejemplo: Un paralelogramo es un cuadrilatero.

Un rombo es un cuadrilatero.



Demostracion indirecta

Conocida como demostracion por reduccion al absurdo; consiste en
partir de una proposicion supuesta que se estructura negando la verdad
propuesta a partir de la cual se obtendria una conclusion que se busca

determinar.

Para ejecutar una buena demostracion se debe seguir el siguiente

procedimiento:

e Leer e interpretar adecuadamente el enunciado de la proposicion
planteada hasta comprenderlo completamente.

e Identificar y expresar de una manera sencilla y simbdlica la
hipétesis y la tesis.

e Trazar un “grdfico” lo més exacto posible considerando los datos
que se dan por conocidos para poder determinar y aprovechar todo
conocimiento geométrico planteado en él.

e Desarrollar la demostracion, utilizando proposiciones exactas y
I6gicas que permitan aplicar razonamientos correctos Yy
solidamente fundamentados.

e No desarrollar las operaciones que se te describan con la
“imaginacion”, tienes que formar “realmente’ con tus manos y
tus ojos, y con los instrumentos de dibujo y otros que sean
necesarios (regla, compas, escuadras...), ya que “Las cosas se
aprenden con mayor claridad con las manos.”

e Explicar: resultados, conclusiones y aplicaciones importantes.



Eal A

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.

¢ Los segmentos geométricos son objetos materiales?
¢ Cuantos segmentos pasan por dos puntos?
¢Como se llama el camino mas corto entre dos puntos?
¢ Cudl es definicion de linea recta a partir de la definicion de un
segmento? ¢Es limitada la linea recta?
¢ Cuéntas rectas pasan por dos puntos?
¢ En cuantos puntos pueden cortarse como méximo dos rectas?
¢ Cual es la definicién de una semirrecta? ;Cémo se forma una
semirrecta?
¢Si se tienen dos segmentos iguales, codmo se llaman?
¢Cuando se dice que un segmento es mayor que otro?
¢Cuéndo se dice que dos segmentos son adyacentes?
¢Como se realiza la suma de dos segmentos adyacentes?
¢Cdémo se construye el segmento diferencia?
Defina el cociente de un segmento para un nimero natural.
Por dos puntos se pueden trazar:
o Dos rectas.
o Infinitas rectas.
o Unasolarecta.
o Ninguna recta.
Dos segmentos adyacentes son los que:
o Tienen sus extremos confundidos.
o Tienen un extremo comun y los otros dos en semirrectas
opuestas.
o Pasan por un mismo punto.
El producto de un segmento por un nimero es otro segmento.

El cociente de un segmento para un nimero es otro numero.



Ejercicio 1.1. Si los puntos P y Q dividen arménicamente al segmento

AB en relacion g < 1. ¢Cuél es la relacién i si; AB = 820 unidades y

PQ = 350 unidades?

Figura 2.13
Q A P B
AQ AP PB
| | ]
QB
= —
Solucionm:
AP _ QA _x . -
a— —=—=-<1 por def. divisibon armonica
PB QB Y

b.— QA= QB-AB
c.— QB=PQ+PB
d.— AB=AP+ PB
(b), () y (d) en (a)

AB—PB QP +PB—AB _ 820 — PB
PB QP+PB ' PB
_ 350+ PB —820
~ 350+PB

Asumimos que: PB=X



2X2% — 940X — 287000 = 0
X, = 614.54 unidades = PB (e)
AP = AB — PB = AP = (820 — 614.54) unidades
AP = 205.46 unidades  (f)

@y (f) en (a)
20546  x
614.54 y

X
"3 < 1=0.33 LQQD.

Ejercicio 1.2. Si O, A 'y B son colineales demostrar que: OA? + OB? =
AB? + 2(OA)(OB).

Figura 2.14
) A B
- OA | AB -
Solucion:
0A + AB = OB

—_ —_ —2
(0OA + 4B)? = OB
— R _ —
OA™ + 2(0A)AB + AB? = OB
— — —_— _2
OA” + 2(0A)(OB — 0A) + AB? = OB

—2 —2 _2 —_—
«x OA + 0B = AB%0A + 2(0A..0B) LQQD.



Ejercicio 1.3. Los segmentos a, b, ¢ son proporcionales a 7, 5y 6
respectivamente si: a + b + ¢ = 12 unidades. Calcular las medidas de los

segmentos a, b y c.

Solucion:

b ¢ a+b+c edad de I .
7T 671516 propiedad de las proporciones
12 unidades a _ _A2)(7)

8 7 %7718 4
= 4.66 unidades LQQD.
12 unidades b _ b= (12)(5) b
18 -5 ' - 18

= 3.33 unidades LQQD.

12 unidades ¢ ' _(12)(6)
18 6 ‘T 18 ¢
= 4 unidades LQQD.



Ejercicio 1.4. Si los puntos T y S dividen armdnicamente al segmento
AB donde (i > 1), Calcular AB si: TE .BS = 28 unidades®’y BS — TB =

7 unidades.

Figura 2.15
A T B S
AT B BS
| — | =
AS
- —
Solucion:
(TE)(BS) = 28 unidades? por hipOtesis ; TB
28
=50 @
BS —TB =7 unidades (b)
AT AS «x ,
TB - BS - ; >1 por definicion de
& division armonica (©)
(a) en (b)
BS—§=7 ; BS?—-7BS—-28=0 ; BS
BS

= 9.84 unidades (d)



(d) en (b)

9.84 unidades —TB =7 ; TB = 2.84 unidades (e)
(d) en (b)
AT +TB AS+BS AB AB + 2BS
TB _ BS " TB_ BS 4B
2.TB.BS
~BS—TB

x AB = 7.98 unidades LQQD

1.- Sobre una recta se ubican consecutivamente los puntos, A, B, C y
D tal que: AC = a unidades, BC = b unidades, y AD? = (AC) (BD),
calcular la longitud de CD, sabiendo ademas que:

AC + BC = 2 unidades Resp. “a” unidades

2. - Sobre una recta se encuentran ordenadamente los puntos A, B, C,
D, y E; tal que:
AB =BC, BD = DE y BE — AC =14 u. Calcular la longitud de CD.
Resp. 7u

3.- En una recta se encuentran los puntos consecutivos A, B, y C. Si

M es el punto medio de AB que mide 1 m., calcular la longitud de
BC, si BC? = (8AM) (AC) Resp. 1 m.



En una recta se ubican los puntos consecutivos A, B, C y D; tal que:
AB+CD=2BCyAC+CD=21m. Calcular BC.  Resp. 7Tm

Sobre una linea recta se ubican los puntos consecutivos A, B, Cy
D; siendo M, N, y P puntos medios de AB, BC y CD
respectivamente. Si: AN + MC + BP + ND = 27m y NC = 2m.
Hallar AD  Resp. 14m

En una linea recta se ubican los puntos A, By C. siendo M, Ny Q,
puntos medios de AB, MC y BC respectivamente; si: NC — AM =
10m. Calcular QN. Resp. 5m

En una linea recta se encuentran los puntos consecutivos A, B, Cy
E sabiendo que:
AC + BD + CE = 324m y ademaés que: 11BD = 7AE. Calcular

AE. Resp. 198m

Sobre una linea recta se encuentran los puntos consecutivos A, B,

CyD.Si:

9 (CD. BC) = (BC. CD) (AC / AB) - (CD / AC) = 1m. Calcular
AC. Resp. 9m

Sobre una recta se consideran los puntos consecutivos A, B, Cy D
si My N son puntos medios de AC y BD respectivamente y ademas

AB + CD =13m. Calcular MN. Resp. 605m



10.- Sobre una recta se ubican los puntos consecutivos A, B, M, y C;
sabiendo que M es punto medio de BC. Si AB? + AC? = 8m?.
Calcular AM? + BM2.  Resp. 4m?






CAPITULO 3

Angulos en el plano







Capitulo 3
Angulos en el plano

“Frente a un obstéculo, la linea més corta
entre dos puntos puede ser una linea curva”

— B. Bretch

Objetivo

Desarrollar la capacidad de analizar, pensar y resolver casos que
involucren el conocimiento geométrico aplicado a los angulos en el
plano, reconociendo los tipos de angulos, sus unidades de medida y

aplicando los teoremas de angulos planos para la resolucion de ejercicios.

La escuadra de los arquitectos egipcios

En todas partes, en el mundo antiguo, se conocia un método muy
simple para formar angulos rectos de 90°. Segin una leyenda, los
sacerdotes egipcios trazaban angulos rectos juntando tres pedazos de
cuerda de 3, 4 y 5 unidades de longitud respectivamente, y fijando la
cuerda por los nudos en el terreno mediante estacas de tal manera que la

cuerda quedase tensa [22].



Figura 3.1 [23]

Se formaba asi un tridngulo que tenia un angulo recto en la

interseccion de los lados 3 y 4. De tal escuadra perfecta, los sacerdotes
arquitectos se servian para sus construcciones maravillosas y colosales; a

partir de este principio se desarrollaron infinitas aplicaciones.
Ejemplo: un egipcio utilizé este método para determinar la direccion de

la linea Este - Oeste. Una vez determinada la linea Norte — Sur,

encontraba la posicion de la otra, formando un triangulo.



Angulo plano

Es una figura formada por dos rectas, semi-rectas, rayos que se
cortan en un punto; las rectas, semi-rectas 0 rayos se llaman lados y el
punto comun de origen se llama vértice. A un lado de un angulo, se le
conoce como lado inicial que es el que generalmente permanece fijo, y al
otro lado, se le llama lado terminal que es el que gira en sentido horario

o antihorario determinando la magnitud del angulo [8].

Figura 3.2
A — L
OB = Lado inicial
O = Veértice
H
—B OA = Lado final o terminal
o -

Notacion de los angulos [20]

Un angulo se lo representa de varios modos:

e Anteponiendo la letra "m" a todos estos simbolos que significa
medida.

Ejemplo:
ImzZ 6 1m<ZAOB



e Utilizando tres letras, una que corresponde a cada lado y otra en el
vertice, colocando siempre la letra del vértice en el medio de las otras

dos.

Figura 3.3

Im£ZAOB 0 1m £ AOB

—

0 B

e Conunasola letra en el vértice.

Ejemplo: angulo A

Figura 3.4

A i

e Se puede utilizar también una letra mayuscula, un nimero, una letra
del alfabeto griego, una sefial colocada en el interior, fuera o sobre el
arquito descrito entre los lados.



Observacion: cuando dos o mas angulos tienen el mismo vertice,

NUNCA debe usarse una sola letra para referirse a uno de ellos.

Alfabeto griego
SIMBOLO NOMBRE SIMBOLO NOMBRE

o alfa M eta
B beta 0 theta
Y gamma i iota
) delta X kappa
€ epsilon A lamda
¢ zeta " my
v ny T tau
3 Xi v ipsilon
0] omicron 0] phi
T pi % ji
p rho v psi

60X sigma ® omega




Medir un angulo es compararlo con otro angulo que se toma por

unidad [5].

Figura 3.6

Unidades
Principales

Medida de |
angulos

i

Unidades
Secundarias

Unidades principales:
e Cuadrante =
e Angulo llano = mitad del giro.

e Giro = angulo completo.

e —

Cuadrante

Angulo
Llano

iro, una
vuelta, una
. revolucion

e —

Sistema
Sexagesimal

N

Sistema
Centesimal

~ Sistema
Radial o
. Circular

Sistema Mil

mitad del &ngulo llano.



Unidades secundarias [20]:

Sistema sexagesimal o Sistema ingles

La unidad de medida es llamada “Grado Sexagesimal” y es igual a
3602 partes de la circunferencia o circulo; cada grado es dividido en 60
partes llamados “minutos” y cada minuto es dividido en 60 partes

llamados “segundos”, es decir:

e 1vuelta = 360° (grados)
e 1grado = 60" (minutos) = 3600~
e 1 minuto = 60” (segundos

Sistema centesimal o Sistema francés

La unidad de medida es llamada “Grado Centesimal” y es igual a
4002 partes de la circunferencia o circulo; cada grado es dividido en 100
partes y se llaman “minutos”; cada minuto esta dividido en 100 partes y

se llaman “segundos”, es decir:

e 1vuelta = 4009 (grados)
e lgrado = 100™ (minutos) = 10000 ®
e 1 minuto = 100° (segundos)



Los grados centesimales se representan utilizando una letra “g”
como exponente en la medida del angulo, los minutos con una “m”, y los

[IPS2)

segundos conuna S°.
Sistema radial o Sistema circular

En este sistema se usa como unidad el angulo llamado ""Radian™.
Un radian es el angulo cuyos lados son radios y comprenden un angulo

cuya longitud es igual al radio de la circunferencia.

En geometria, la longitud de una circunferencia de radio “R” se

conoce como perimetro: P =2n.R

El radio en trigonometria es de una longitud igual a la unidad

unitaria, entonces la longitud de la circunferencia valdra 2x radianes.
Sistema Mili

En este sistema, la circunferencia trigonométrica se divide en 6400
partes, cada una de las cuales se denomina “MILI”; este sistema es muy
utilizado en el area militar, en sus instrumentos de navegacion.

El MILI corresponde a la medida del angulo central, cuyos lados

(radios) subtienden un arco de longitud igual a una de las 6400 partes en

que este sistema divide a la circunferencia.



Relacion entre sistemas de medida:

180° 2009

3200

S C R M
s

Donde:

S = grados Sexagesimales
C = grados Centesimales
R = Radianes

M = grados Mili

El ndmero =n se define como la razon entre la longitud de una
circunferencia y su diametro.

Donde: “P” es la longitud de cualquier circunferencia, de radio R: —

Loqp (constante)
2R

Equivalencias angulares entre los sistemas de medida

SISTEMA SISTEMA SISTEMA SISTEMA
SEXAGESIMAL CENTESIMAL CIRCULAR MIL

0’ 09 0 radianes 0 milis
45° 509 ~ radianes 800 milis
90° 1009 > radianes 1600 milis
180° 2009 T radianes 3200 milis
270° 300° 2 radianes 4800 milis
360° 4009 2m radianes 6400 milis




Los angulos se pueden clasificar segin su medida, segin su

posicion y por alguna caracteristica especifica [2], [8].

Figura 3.7

Por su

medida

Por su
posicion

Porsu
caracteristica




Angulos nulos
Son aquellos angulos que son iguales a 0 grados.

Angulos convexos
Son aquellos angulos que son mayores de 0° pero menores de dos

angulos rectos.

Angulos agudos

Son aquellos angulos que son menores de un angulo recto.

Angulos rectos
Son aquellos angulos que son iguales a un angulo recto, donde sus

lados son dos rectas perpendiculares.

Angulos obtusos
Son aquellos angulos que son mayores de un angulo recto pero

menores de dos angulos rectos.

Angulos llanos
Son angulos iguales a dos angulos rectos sus lados son dos rectas

linealmente opuestas.
Angulos concavos

Son aquellos angulos mayores de dos angulos rectos y menores de

cuatro angulos rectos.



Angulos de una vuelta

Son los &ngulos iguales a cuatro &ngulos rectos.

Angulos complementarios

Son una pareja de angulos que sumados dan un angulo recto.

Angulos suplementarios
Son una pareja de angulos convexos que sumados sus medidas son

iguales a dos &ngulos rectos.

Observaciones generales

e Todo angulo agudo tiene complemento y suplemento.

e Los angulos obtusos tienen un solo suplemento.

e Si: 6°es la medida de un angulo agudo, entonces las medidas de
su complemento y su suplemento, son respectivamente iguales a:
(1£recto - ImZ£ ©°) y (2£ rectos - Im£ 9°).

e Los complementos de dos &ngulos iguales son iguales.

e Los suplementos de dos &ngulos iguales son iguales.

e Dos angulos que tienen el mismo complemento o suplemento son

iguales.
Angulos consecutivos
Son aquellos angulos que se caracterizan por tener dos elementos

comunes, un lado y un vértice y sus medidas se encuentran a uno y otro

lado del lado comun.



Figura 3.8

A B OB lado comdn
O vértice comun
C 1m/BOC 1mZAOB
0 Imsz1 Ims 2

Angulos adyacentes

Son dos angulos consecutivos cuyos lados no comunes son

colineales o alineados.

Figura 3.9

O}
>

Angulos opuestos por el vértice

Son aquellos angulos cuyos lados de uno, son las prolongaciones

en sentido contrario de los lados del otro.



Figura 3.10

imzZay lmzb

(a><) angulos opuestos por

el vértice

Suma de angulos

La suma de angulos se puede realizar de dos maneras: grafica y
analitica. De manera gréfica, la suma se puede realizar entre dos 0 méas
angulos ubicando los angulos considerados en posicién de consecutivos,

esto es compartiendo un mismo vértice y un lado para obtener otro [24].

Figura 3.11
E F
: c H N
i + - =
o} A



Propiedades de la suma de angulos
e Lasuma de angulos consecutivos de igual vértice que se formaen
uno de los semiplanos que determina una recta es igual a dos

angulos rectos.

Figura 3.12

F — -

A

Im/Z1+1Ims2+1ImsL3 + ImZ4 + ImsL5 = 180°

e Lasuma de todos los angulos consecutivos que se pueden formar

alrededor de un punto es igual a cuatro angulos rectos (360°).



Figura 3.13

L
&

ImzZa+1ImsZb+Im<Zc + ImZd + ImZLe + Im«s f = 360°

Resta de &ngulos
Se llama resta o diferencia de dos angulos, al angulo obtenido
(4ngulo diferencia) que sumado con el &ngulo menor se obtiene un angulo

igual al mayor.

El angulo mayor se Ilama minuendo y el &ngulo menor substraendo.

Figura 3.14
C C
F — F
3
1 )
0 A E D o=E A
ImZCOA - Im<ZFED = 1m ZCOF
Minuendo - Substraendo = Angulo diferencia



Division de un angulo para un ndmero natural

La division de un angulo por un numero natural consiste en
encontrar otro angulo tal que, multiplicado por el nimero, se obtiene un

angulo igual al original.

Un angulo siempre es posible dividirlo en cualquier nimero de

partes iguales.

Producto de un angulo por un nimero natural
Multiplicar un angulo por un nimero natural cualquiera consiste en

sumar tantas veces el angulo dado segln se indique el nimero natural

planteado.

Los teoremas de los &ngulos mas importantes se describen a
continuacion [20], [19]:



1.- Los angulos opuestos por el vértice son iguales.

Figura 3.15

(PKE)

ImzZa+1ImZb+ImZc+1ImZd+1ImsLe + Ims f = 360°

T) Imza=1msZb
1m £ CPA + 1m«/ CPD = 1mZ APD = 180° (&ngulos suplementarios)
(a)

1m £ CPD + 1m « DPE =1m/ CPE = 180° (angulos suplementarios)
(b)

@ =(b)
1m ZCPA +1m£CPD = 1mZ£CPD +1mZDPE
1mZCPA = 1m ZDPE

ImZa=1mzb



2.- Las bisectrices de los angulos opuestos por el vértice son coloniales.

Observacion
Recordar que existe la bisectriz de un segmento y la bisectriz de un

angulo.

Bisectriz de un segmento

Es una recta que pasa por el punto medio de un segmento.

Bisectriz de un angulo
Es una recta que divide a un angulo en dos angulos parciales

exactamente iguales.
H) 1m £ CPD, 1m Z£ BPA (angulos opuestos por el veértice)
MN  bisectriz de los angulos CPD y BPA

T) Im £ MPN =1m £ NPM

Figura 3.16
C

v v B
D - - A

Im £ MPC+1m « CPB + 1m £ BPN =180° (suma de angulos

consecutivos)  (a)



Im £ NPA +1m ZAPD + ImZ DPM = 180°  (suma de angulos

consecutivos)  (b)

Como:

1m~/CPB =1m./ APD (por ser opuestos por el vértice)
1mZ MPC =1m «DPM (por definicion de bisectriz de angulo)
1m ZBPN = 1m ZNPA

(@) = (b)
Im £ MPC +1mZCPB + ImZBPN = 1mZNPA + 1m ZAPD
+ 1m £ DPM

180° = 180°

3.- Las bisectrices de dos angulos adyacentes forman un angulo recto.

H) BO biseca. ZCOA
T) Im« DOC + 1m~ COB =1 angulo recto.
DO biseca. ZCOE



Figura 3.17

\C
~ ‘B
D
21,

- 2 o1 —

E © A
Im~ZCOA=2m /1 ; 1Im L/COE=2m /2
Im~Z COA + 1m~Z COE =1m £ EOA =180°
2m /1 +2m./2 = 180° = ImZ1l + 1mZ2 =90°

Rectas paralelas

Rectas paralelas son las que estando en el mismo plano y
prolongédndolas indefinidamente en ambos sentidos, no se cortan ni en

uno ni en el otro sentido [7].

Notacion:
Se indica que dos rectas "a" y “b" son paralelas escribiendo:

21D



Caracteres del paralelismo

e Caréacter idéentico
Toda recta es paralela a si misma.
alla

e Caracter reciproco
Si una recta es paralela a otra, esta es paralela a la primera.
allb = blla

e Caricter transitivo
Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.
Si: allb ; bllc = allc

Teoremas de los &ngulos que tienen sus lados paralelos [25].

1.- Dos angulos agudos que tienen sus lados respectivamente paralelos
entre si y dirigidos en el mismo sentido son iguales.

Figura 3.18
BAIIB'A' ~ BCIIBC
C C'
C' C
/1/// o
B ~ : i A 1) 2 . -—A
B' A B=B' A

ImZABC=1m £ A'B'C'



2.- Dos angulos obtusos que tienen sus lados respectivamente paralelos
entre si y dirigidos en sentido contrario son iguales.

Figura 3.19
DEIIDE' DF Il D'F'

im LZEDF =1m L E'D'F

3.- Si dos angulos tienen sus lados respectivamente paralelos, dos de
ellos dirigidos en el mismo sentido y los otros dos en sentido
contrario, dichos angulos son suplementarios.

Figura 3.20
YXUINYX ; YZIY'Z

ImLXYZ+1m £ X' Y'Z'=180°



Rectas perpendiculares

Dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse entre si forman

cuatro angulos iguales, cada uno es igual a un angulo recto [1].

El simbolo de perpendicular es L .

Si dos rectas que se cortan no son perpendiculares se dice que son

oblicuas.

Caracter de perpendicularidad

Caracter reciproco de la perpendicularidad

Si una recta es perpendicular a otra, esta es perpendicular a otra,

esta es perpendicular a la primera.

Teoremas de los &ngulos que tienen sus lados perpendiculares [26]

1.- Dos &ngulos agudos cuyos lados son respectivamente perpendiculares

entre si son iguales.



Figura 3.21
BC L PQ BA LPT

Im/1+1m~s3=90°  (&ngulos complementarios)  (a)

Im/2+1m~s3=90°  (&ngulos complementarios)  (b)

(@) = (b)

ImZ1+1ImsZ3=1mL2 + 1m/L3
Im/Z1=1m/2

Im £ ABC =1mZLTPQ



2.- Dos angulos obtusos que tienen sus lados respectivamente

perpendiculares son iguales.

Figura 3.22
PQLPQ PRLPR
R @
\9—‘@ i

ImZRPQ -1m £3=90° (a)
ImZRPQ -1ms3=90°  (b)

(a) = (b)
1ImZRP'Q-1m £3=1m ZRP'Q' - Im 3
1mZRP'Q = ImZR'P'Q"



3.- Dos angulos, uno agudo y otro obtuso, que tienen sus lados
respectivamente perpendiculares son suplementarios.

Figura 3.23

K
K
M
M N
N

1mZ NMK = 1m /1= angulo agudo

ImZN'M'K' = Im£ 2 = angulo obtuso

MN LM’ N’ : MK LMK’

IMZN'MN+ ImZ NMK + 1mZ KMK' + ImZ K'MN'= 360° (suma de

ang. consecutivos)
ImZN'MN = 1ImZ KMK’ = 90°
ImZNMK +1mZN'M'K'=180° LQQD.

Recta transversal o secante

Se llama transversal o secante de dos 0 mas rectas a otra recta que

las corta.



Angulos formados por dos rectas cortadas por una transversal [2]

Toda transversal que corta a dos rectas cualesquiera forma con ella
ocho angulos, cuatro en cada punto de interseccion, cuatro internos y
cuatro externos.

Figura 3.24

AB ; CD rectas cualesquiera EF = recta transversal

E

8y

Angulos internos
Son los angulos comprendidos entre las rectas AB y CD a un lado

y otro lado de la transversal.
Ej. (3,4,5,6)



Angulos internos
Son los que se encuentran fuera de las rectas cualesquiera a ambos

lados de la transversal.

Ej. (1,2,7,8)

Angulos internos
Son angulos situados al mismo lado de la transversal o en el mismo

semiplano de los dos en que esa transversal divide el plano entero.

Ej. (1,3,5,7);(2,4,6,8)

Angulos internos
Son dos angulos colaterales, uno interno y otro externo y no

adyacentes.

Los lados de los angulos correspondientes forman una letra "F"

mayuscula.

Ej. (1,5);@7); (2,6); (48)

Angulos internos

Son dos angulos internos no colaterales ni adyacentes.

Los lados de dos angulos alternos internos forman una "Z"

mayuscula.

Ej. (3,6); (4,5)



Angulos alternos externos

Son dos angulos externos no colaterales ni adyacentes.

Ej. (2, 7); (1,8)

Angulos colaterales internos
Son dos angulos cuando son colaterales internos.
Eji. (4,6); (35)

Angulos colaterales externos
Son dos angulos cuando son colaterales y externos.

Ej. (1,7); (2,8)

Angulos formados entre dos rectas paralelas cortadas por una

secante o transversal [20]

Figura 3.25

B

>\
o
(9)]

AB //CD

7\8

O}
ol



Los angulos que se forman entre dos rectas paralelas y una
transversal son los mismos que el caso anterior, con la particularidad de

que presentan las siguientes caracteristicas:

1.- los angulos alternos internos son iguales;
2.- los angulos alternos externos son iguales;
3.- los angulos correspondientes son iguales;
4.- los angulos colaterales internos son suplementarios;

5.- los &ngulos colaterales externos son suplementarios.

1.- {Qué es un angulo llano?

2.- ¢Queé es un angulo completo o angulo de un giro?

3.- ¢ Qué requisitos deben cumplir dos angulos para ser consecutivos?;, Y
para ser adyacentes?

4.- ;Qué son dos angulos opuestos por el vértice?

5.- (Como se define el angulo como conjunto de semirrectas ordenadas
con el origen comun?

6.- ¢Como se define y cdmo se obtiene graficamente la diferencia de
dos angulos?

7.- ¢Que propiedades tienen la sumay la diferencia de angulos?

8.- ¢Cdémo se define el producto de un angulo por un nimero natural?

9.- ¢Cdémo se define el cociente de un angulo por un nimero natural?

10.- ¢Qué es la bisectriz de un angulo?



11.- Indica un procedimiento doblando el papel para obtener la bisectriz
de un angulo.

12.- ;Cdémo se llaman los dos angulos iguales en que queda dividido un
angulo llano por su bisectriz?

13.- { Qué son angulos complementarios? ;Y suplementarios?

14.- ; Qué es un angulo agudo? ;Y un angulo obtuso?

Ejercicio 2.1. La suma de las medidas de dos angulos es 75" y el
complemento del primer angulo es el doble del segundo. ¢Encontrar las

medidas de los angulos?
Solucion:

a) 1ms0 + 1msza = 75° Por hipotesis
1ms6 = primer angulo
1lmsza = segundo angulo

b) 1ms6 = 75° — Imsa

¢) 90°—1ms6 = 2ma Por hipoétesis

(b) en (¢)
d) 90°— (75°— 1msa) = 2msa = 1msa
=15° LQQ@ED
b) 1ms6 = 75° — Imsa = 1mzs6
=60° LQQD



Ejercicio 2.2. Si a un angulo 0 se le afiade la mitad de su complemento,
se obtendrda otro angulo que es igual al doble de su complemento

aumentado en 15°. Encontrar la medida del angulo .

Solucion:

1
a) 1lmz6 + 2 (90° — 1mzB) = 1msp por hipétesis
b) 1mzf = 2(90° — 1msp) + 15° = 3mspB = 195°
= 1msp = 65° (c)
(c) en (a)
1
d) 1ms6 + > (90° — 65°) = 65°

Imz6 + 12.5° = 65° = 1ms6 = 52.5° LQQD

Ejercicio 2.3. En la figura, encontrar el valor del angulo X, si:
1m«DCV = 3m£ACB

Figura 3.26




Solucion:

a)
b)
()
d)

d)

1m«DCV = 3(1m£ACB) por hip.

1ms1 + Imsx + 1ms2 = 3msx

Ims1 + 1ms2 = 2msx

2ms1 + 1msx + 2ms2 = 14recto por hip. grafica
(c") en (d)

4msx = 90° = Imsx = 18° LQ@ED

Ejercicio 2.4. Tres semirrectas ON, OM, OP forman alrededor del punto

“O” tres angulos iguales que cubren todo el plano. Demostrar que la

prolongacion de cada una es bisectriz del angulo determinado por las

otras dos.

Figura 3.27

|
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D~



Solucion:

1msNOM = 1ms£MOP = 1ms£PON = 1mz«1
= 120° por hipotesis

1msNOM = 1ms7 + 1ms2 = 120° (a)
1msMOP = 1ms3 + 1mzs4 = 120° (b)
1m£PON = 1m«5 + 1ms6 = 120° (c)

1msNON' = 1msNOM + 1mzs3
= 180° por angulos suplementarios
1ms3 = 60° = 1mzs4 = 60°
1msMOM' = 1m£ZNOM + 1mzs5 = 180°
1ms5 = 60° = 1mzs6 = 60°
1ms£POP' = 1m£PON + 1ms7 = 120°
1ms7 = 60° = 1mzs2 = 60°
1ms2 = 1ms3 = 1ms4 = 1ms5 = 1ms6 = 1ms7 = 60°
* ON',OM',OP' son bisectrices del angulo determinado por

las otras dos LQQD



Ejercicio 2.5. Dos angulos rectos DVN, AVM tienen un angulo coman.
1.- Establecer la relacion entre los &ngulos, DVN y AVM.

2.- Demostrar que el &ngulo DVN y el AVM son suplementarios.

Figura 3.28
IN
A A
1) -
V N D
AN
™~
AN
\\
M
Solucion:

1ms£AVM = 1m«NVD = langulo recto por hipébtesis

1msNVD =90° = 1ms1 + 1msNVA (a)

1msAVM = 90° = 1ms1 + 1msDVM  (b)
(a) = (b)

Ims1 4+ 1msNVA = 1ms1 + 1msDVM ; * 1TmsNVA

= 1mzDVM  LQQD.



1. Dos angulos son suplementarios y el mayor es siempre el doble
del menor. Encontrar la medida de los &ngulos.

. , . . . 2
2. Sidos angulos son suplementarios y su diferencia es ?" Hallar el

complemento del menor e identifique que tipo de angulo es el
mayor.
3. Si dos angulos son congruentes y suplementarios. ¢Cuéales son

esos angulos?
, . 4
4. Dos angulos son suplementarios, el menor es los < del mayor.
¢ Qué medida tienen los angulos?

, . 2
5. Dos angulos son suplementarios y los s de uno de ellos,

9 . . 7
aumentados en los = del otro determinan un angulo recto. ;Cuales

son sus medidas?
6. La diferencia de dos angulos es un recto ;Qué medida tendra el
angulo formado por sus bisectrices?

7. Tres semirrectas que tienen el mismo origen dividen al plano en

) . 2 .
tres angulos de los cuales el segundo mide 3 del primero y el

5 .
tercero - del segundo. Calcular la amplitud de ellos.

8. Demostrar si dos angulos que tienen lados paralelos son iguales o
suplementarios.

9. Encontrar el valor de “x”



Figura 3.29
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CAPITULO 4

Poligonos







Capitulo 4

Poligonos
“Todavia hay una diferencia entre algo y nada,
pero es puramente geomeétrica
y no hay nada detras de la geometria...”
— Martin Gardner
Objetivo

Identificar los elementos de un poligono, los tipos de poligonos y
aplicar los teoremas fundamentales para la resolucion de ejercicios

relacionados con poligonos en el plano.

El poligono es una parte de un plano limitada por una linea
quebrada poligonal cerrada (cuando el primer extremo del primer
segmento coincide con el segundo extremo del ultimo segmento). Para
designar a un poligono se utilizan las letras del alfabeto ubicadas en los
"n" puntos (vertices) del poligono, sea en el sentido horario o antihorario
[27] .



Figura 4.1

G F
Poligono ABCDEF......... N

Los elementos del poligono son [5]:

Figura 4.2

Consecutivos
No Consecutivos
Consecutivos
2. Vértice }<
No Consecutivos

Angulos internos ]

| 3. Angulos Angulos externos ]

[4. Diagonales] Angulos centrales ]




Lados
Son los segmentos rectilineos que limitan al poligono.

e Lados consecutivos
Son los segmentos rectilineos que tienen un vertice coman. Ej.; AB
yBC ; CDyDE

e Lados no consecutivos

Lados que no tienen un vértice comun. Ej.; ABy DE

Vértices

Son los puntos de interseccion entre dos lados consecutivos.

e Vértices consecutivos

Son los vértices que tienen un lado comun. Ej.; AyB;CyD

e Vértices no consecutivos

Son los vértices que no tienen un lado en comin. Ej.; A, C,E

Angulos internos
Son los angulos formados por dos lados consecutivos y que se

encuentran en el interior del poligono.

Angulos externos
Son los angulos que estan ubicados en cada uno de los vértices de

un poligono formados por un lado y la prolongacion del lado consecutivo.



Los &ngulos externos pueden estar dentro o fuera del poligono segun sea
este.

Angulos centrales
Son los angulos en donde su vértice es el centro del poligono y sus
lados son segmentos rectilineos que unen el centro con un vertice del

poligono.

Diagonales

Son segmentos rectilineos que unen dos vértices no consecutivos.

Perimetro
Es la suma de las longitudes de los lados del poligono, y se denota

por “2p”.

Contorno
Es el conjunto de los lados del poligono; es la linea quebrada

constituida por todos los lados del poligono.

e Por el nimero de lados [2]

NOMBRE N° DE LADOS
Triangulos 3
Cuadrilateros 4
Pentagono 5
Hexagono 6




NOMBRE N° DE LADOS

Heptagono 7
Octéagono 8
Enedgono o Nonagono 9
Decagono 10
Endecagono 11
Dodecagono 12
Pentadecagono 15
Icosagono 20

Otros poligonos se mencionan segun su numero de lados. Por

ejemplo, poligono de 17 lados, poligono de 31 lados, etc.
e Por sus lados y &ngulos o por la forma de su contorno

Poligono plano
Es aquel poligono que tiene sus puntos ubicados en un mismo

plano.

Poligono alabeado
Es aquel poligono que tiene sus puntos ubicados en diferentes

planos.

Poligono simple
Se dice que un poligono es simple cuando dos lados no

consecutivos no tienen puntos comunes.

Poligono cruzado
Es aquel que tiene puntos comunes entre dos lados no consecutivos.



Poligonos convexos
Los poligonos convexos pueden ser definidos de varias maneras

asi:

1.- poligono en el que, al atravesarlo, por una recta esta corta al

poligono, maximo en dos puntos;

2.- poligono que tiene todos sus puntos situados en un mismo semiplano
respecto a recta cualquiera que se prolongue por cualquiera de sus
lados;

3.- poligonos que no tiene angulo entrante (angulo entrante es aquel

angulo cuyo vértice esta dirigido hacia el interior del poligono).

Figura 4.3

¥
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Poligonos concavos
Los poligonos concavos tienen sus caracteristicas contrarias a los

poligonos convexos asi:



Poligonos que tienen angulo entrante
Angulo entrante es aquel cuyo vértice esta dirigido hacia el interior

del poligono.
Son poligonos en los que una recta transversal puede cortar en mas
de dos puntos. Es aquel poligono que basta con prolongar uno de sus

lados, este queda ubicado en dos semiplanos.

Figura 4.4

@) ) 3)

Poligonos equilateros
Son los poligonos que tienen todos sus lados iguales.

Poligono equiangulo

Son los poligonos que tienen sus angulos iguales.
Poligonos regulares

Son aquellos poligonos que tienen sus angulos iguales entre si,

como también sus lados.



Poligonos irregulares

Son los poligonos que tienen sus lados y angulos desiguales.

Poligonos estrellados
Es un poligono cruzado cuyos vértices se obtienen por la
interseccion de las prolongaciones de los lados de un poligono convexo.

El pentagono es el poligono estrellado de menor nimero de lados.

Cualquiera de los poligonos gque sean estos, se pueden descomponer en

triangulos de la siguiente manera [1]:

1. Las diagonales trazadas desde un vértice descomponen a un
poligono en tantos lados tiene, menos dos.

(n - 2) = nimero de triangulos n = nimero de lados del poligono

2. Considerando un punto cualquiera en uno de los lados del
poligono uniendo los segmentos con este punto, por lo que queda
descompuesto en tantos triangulos como lados tiene menos uno,

es decir:

(n - 1) = Numero de triangulos

3. Uniendo los vértices del poligono con un punto interior cualquiera
del mismo quedando descompuesto en "n" triangulos.

n = Numero de triangulos



Figura 4.5
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Los poligonos tienen los siguientes teoremas ([28], [2], [24])

1.- La suma de los angulos internos de un triangulo es igual a dos angulos
rectos. A este teorema se le conoce como el teorema basico de los

poligonos o el teorema fundamental del triangulo designado como (T. F.

A)
Figura 4.6
A
/i K
7/ v
2
1 3 1 .
B C D

ImA1+1mAZ2 +1m /3 = 2 angulos rectos
: =180°=2008 = n radianes



2.- La suma de los angulos interiores de un poligono cualquiera es dos

angulos rectos multiplicados por el numero de triangulos en que se

descompone el poligono.

Figura 4.7
B
A
G
F

A ABC: Suma de los angulos internos
A ACD: Suma de los angulos internos
Ao ”
A

= 2 angulos rectos

= 2 &ngulos rectos

— 2

La suma de los angulos internos del poligono ABCD

180° +180° +..+n

..N =180° +

(Segun indique el nimero de triangulos en que se ha descompuesto

el poligono).

Una forma mas simple es:



La suma de los angulos internos del poligono = (180°) (el nimero

de triangulos).

Simplificando:
S, poligono — (180°)(n — 2)

3.- El valor de un s6lo &ngulo interior de un poligono convexo regular de

"n" lados vienen dados por:

Figura 4.8

D

S/i poligono _ 180°[l’l - 2)
n n

Im/ZEDC =



4.- La suma de los &ngulos exteriores de todo poligono convexo es

igual a cuatro &ngulos rectos.

Figura 4.8

Asumimos que;

Vértice A: 1ImsZ1+ImZa=2m/Zrectos = 180°

(por suplementarios)

Vértice B: 1Im£Z2+1msLb= “ = »
VérticeC: Im/Z3+1lmsc= 7 =
VeérticeD:  1m Z4+1msd= ” =
.......... F o = ”
\\ F o «“ = ”



Asi tendremos:

Im/1+1m/2 + Im/3 + Im£4 +...+...+ = Suma de los ang. exteriores

del poligono.

Imza+ 1lm/zb + 1mZc + Imzd +...+...+ = Suma de los ang. interiores

del poligono.

Por lo tanto:

SAi poligono +SAe poligono

= (24rectos) (Nimero de vértices del poligono)

180° (N - 2) + S e del poligono = (180°). (n)
(180°). (n) - (180°). (2) + S e del poligono = (180°). (n)
“S ~ e del poligono = (180°) (2) = 360° = 4 angulos rectos”

5.- El valor de un solo angulo exterior de un poligono convexo regular de

"n" lados, esta dado por:

, 4 angulos rectos  360°
Un angulo externo = " =—




6.- La suma de los angulos centrales de un poligono convexo es igual a

cuatro angulos rectos.

Figura 4.9

Suma angulos centrales = 1Im/Z 1+1lm/ 2 + 1m £3 + ImZ4 +..+. = 4
angulos rectos.

Suma angulos centrales = 4 angulos rectos = 360°

7.- El valor de un s6lo angulo central en un poligono convexo regular es

igual a un angulo externo del mismo.

4 angulos rectos

1 angulo central = 1 angulo exterior =
n

_360°
B n




8.- El nimero de diagonales “d” que pueden trazarse desde un veértice es

igual al numero de vértices menos tres.

Figura 4.10

Ej.: Si consideramos el vértice "B"
d=(n-3)
n = Numero de vértices del poligono

3 = Numero de Vvértices a los cuales no es posible trazar las diagonales
Asi, en el poligono, los vertices hacia donde no se pueden trazar las

diagonales son:
A ByC.



9.- Si (n) es el nimero de vértices del poligono, el nimero total de
diagonales “D” que pueden trazarse desde todos los vértices esta dada por

la formula:

_n(n-3)
=—

10.- Dos poligonos son iguales si pueden descomponerse en igual

namero de triangulos respectivamente iguales y dispuestos del mismo

modo.
Figura4.11
D C D “C
E B E B
F F
A A
Nota

Como préctica se sugiere realizar la demostracion de la suma de los
angulos interiores y la suma de los angulos exteriores de un poligono

concavo.



1. Triangulo equilatero

Sea el triangulo A, B, C, inscrito la circunferencia de centro” O” y radio
CSR”.

Figura 4.12
A
R D
_ O R
R
m -
B H C
L3/2
L3
| -

Procedimiento para:

Caélculo del 1ado “L3”

e BD = diametro (por construccion).
e DC = cuerda (por construccion).
e BC L DC por &ngulo inscrito en una semicircunferencia.

e Eltriangulo BCD, es rectangulo.



Por Pitagoras:

BC = BD? - DC*
BD = 2R = Diémetro
L% = (2R)? — R? = 4R? — R? = 3R?
L; = RV3
Calculo del apotema

El triangulo BHO es rectangulo

2 2 _ 2
Por Pitdgoras: OH = BO — BH

OH = a3 = apotema
BO =R =radio

N 2
BH=L. BH=28 a§=R2—(ﬁ§)
2
2. Cuadrado [24]
AB 1L BCLCD LDA=Ls4

m~/ABC=m «BCD=m 2 CDA =m £ DAB = Un éangulo recto
(4ngulos inscritos).

Figura 4.13
»
D
¢ L4
4
R R
* - ¢ C
A O a4 v
* L4/2
*
B



Célculo del lado ("L4")
El triangulo AOB es isosceles y rectangulo (por construccion).

Por Pitagoras:

I3 =R*+R?=2R? ; e« L,=RV2

Calculo del apotema (a4)
El triangulo AOH rectangulo (por construccion)
OH=a4

_2 _2 _ —
a3 = A0 — AH ; BO =R =A0

Por Pitagoras: L% = 2R?

2 2
azsz_L_4 :RZ_ﬂ . e a :R_\/E
4 2 4 ’ 4 2

3. Hexagono
Sea el hexagono ABCDEF inscrito en la circunferencia de centro

“0” yradio “R”.

Figura 4.14



El triangulo COD es equiléatero por construccion
OC = 0D =CD = Radio =R =L,
L 6 — R

Calculo del apotema (ag)
El triangulo CHO es rectangulo (por construccion)

OH = apotema = a,

Por Pitagoras

2 2 2
OH = 0C — CH
2 _ RZ RZ . — R\/§
% = N % =73
4.- Decagono [24]
Figura 4.15
D
Lo
L10
A < °, p
R/2 B
alo
He
c - Lio/2
L i
“ Lo



Célculo del lado "L44"

AQ = QO = g (por construccién) (a) QD = QP

Tridngulo ODP rectangulo (por construccion)

OP=L,: OD=L;, : PD=Ls
En el tridngulo rectangulo QOD.

Por Pitagoras:

2 2 2 2

AN — T2 1Ny nNp — p2 52_ 2 4 R
QD =12+Q0 QD =R*+(3) =R*+%

2 2 _ _
w="@®m  ="=g

En el tridngulo QDP is6sceles:

Lig = Q—P - Q—O (c)
(a).(b) en (c)
RV5 R

lo=—""3
R
L10=E(\/§—1)

Calculo del apotema (a10)
En el triangulo rectangulo OHN

Por Pitagoras: OH = ajo



2 __ 2 __2 2
OH =0N —HN %, =R? - (%)

R
@y =7 /10+2\/§

5.- Pentagono [24]

Figura 4.16




Célculo del 1ado “Ls”

En el grafico correspondiente al decagono, analizamos el triangulo
PDQ que es igual al triAngulo OND que se encuentra en el grafico del
pentagono.
12 = 13, + I

1% = [g(x/ﬁ— 1)]2 + R?
Ls =§ /10—2\/5

Calculo del apotema (as)

En el gréafico del pentagono.

Analizamos el tridngulo OHG, por Pitagoras:

6.- Octagono
En la circunferencia de centro “O” y de radio” R” se inscribe un
octogono, se trazan los radios OD y OE formandose el triangulo isdsceles

DOE cuyo angulo DOE es igual a 45°, luego trazamos en perpendicular



a OD forméndose el triangulo rectangulo isésceles ONE por el teorema

de Pitagoras generalizado.

Figura 4.17

A »Ls/2
R 1
®
H
B - F
O
45 R
R
=
C N E
D L8 v
ik

_2 _2 _ _
L% = OE + 0D — 2(0E)(OE)
L% = R? + R> - 2R.ON
ON = apotema del cuadrado ACEG

R
0N=—\/E

12 —2R2—(2R)< )

Lg=R /



Calculo del apotema (as)
OM = apotema = as
El triangulo OMG es rectangulo.

Por Pitagoras:

_ 2 _ 2 _ 2

OM = 0G — GM
L 2
-9

ag >

a3 = R? —

R/
* ag=7 2+2

7.- Dado el lado “L,” de un poligono regular inscrito en una

£25)

circunferencia de centro “O” y de radio “R”, de “n” lados. Hallar el

lado de un poligono inscrito del doble nimero de lados “Lan”.

Figura 4.18



En el tridangulo rectangulo ACD

Z(,g = (AC)(CH) por proporciones (a)
AC =L,,
CD = 2R = didmetro
CH=R-OH (b)
OH = apotema del poligono de “n” lados

En el tridngulo rectangulo OHB

__ 2 __2 __2
Por Pitdgoras: OB = OH + HB  AC =Lxn

2 _ 2 _ 2 _ 2

OH = OB — BH OB = R?
Ln\* 12

HB? = (—") OH? =R? -
2 4
4R? — |2
OH = (c)
2
J2R—12 2R —.[4R?2-12
H=R- 5 = 5 (d)

(©) en(b) y (d) en (a)
, <2R —J4R? - L,%)
L3n = (2R)

2

. L2n=\/R(2R— 4R? = 17,



Calculo del apotema (azn)

¢Qué es una linea poligonal?

¢Qué es un poligono?

¢Qué son las diagonales de un poligono?
¢ Qué es el perimetro de un poligono?

¢ Como se define un &ngulo exterior de un poligono?

o g~ w D E

Como se llaman los poligonos desde 3 hasta 10 lados. ;Como se

Ilama el poligono de 12 lados? ;y el de 17?

7. ¢Qué es un poligono equiangulo? ¢un equilatero?

8. (Cuantas diagonales tiene un poligono de “n” lados?

9. ¢Cuanto vale la suma de los &ngulos internos de un poligono
convexo?

10. ;Cuanto vale un 4ngulo interno de un poligono equiangulo de “n”
lados?

11. ;Cuénto vale la suma de los angulos externos de cualquier

poligono convexo?



1. Calcular la medida del &ngulo externo de un octagono regular.

2. Si la suma de los angulos internos de un poligono regular es de
1260°. ¢ Calcular el nimero de lados del poligono?

3. Si la suma de los angulos internos de un poligono regular es de
1800°, calcular el nimero de lados del poligono y la medida de:
un angulo interno, externo y central.

4. Calcular la medida de la suma de los angulos externos de un
octagono regular y de un decagono regular.

5. Un angulo externo de un poligono regular es de 45° calcular el
namero de lados del poligono

6. El angulo externo de un poligono regular es de 120° calcular la
suma de los angulos externos.

7. EIl poligono, cuyo nimero de diagonales aumenta en dos, al
aumentar en 1 el nimero de lados, cuél es ese poligono.

8. ¢Que tipo de relacién se cumple entre los lados y angulos de un
poligono, al aumentar y disminuir progresivamente el nimero de

lados?



CAPITULO 5

Triangulos







Capitulo 5

Triangulos
“Si los tridngulos hicieran un dios,
lo idearian con tres lados.”
— Montesquieu
Objetivo

Reconocer los tipos de triangulos, aplicar los teoremas relacionados
a los triangulos describiendo las rectas, segmentos y puntos notables del

triangulo para la resolucion de ejercicios.

Tridngulo es la porcion de plano limitado por tres segmentos
rectilineos que tiene dos a dos un extremo comun. Es el poligono de
menor nimero de lados. Para construir un triangulo se marcan tres puntos
A, B, C que no sean colineales y se unen con los segmentos AB, BC, AC.
Estos segmentos se llaman lados del triangulo, y los puntos A, B, C, son
los vértices del triangulo [8].



Figura 5.1

El tridngulo se designa por las tres letras de sus vértices, enunciadas

en cualquier orden; asi el triangulo ABC se lo representa como [19]:

A ABC
e \értices.
e Lados.

e Angulos internos.
e Angulos externos.
e Perimetro.

e Contorno.

Elementos que ya fueron analizados en el tema de los poligonos.



Los tridngulos se clasifican atendiendo a sus lados o a sus angulos [7].

Figura 5.2

e —

Equilatero

S

Por los lados

~

)

™

Is6sceles

< J

Clasificacion
de tridngulos

—

Escaleno

——
—

Rectangulo

| ——

Por los
angulos

)

™

Oblicuangulo

< J

Equiangulo

——

e Equilatero: si sus tres lados son iguales.

e Isosceles: si tiene dos lados iguales.

e Escaleno: si sus tres lados son desiguales.

e Rectangulo: el que tiene un angulo recto.

e Acutangulo: el que tiene agudos sus tres angulos.

e Obtuséangulo: el que tiene un angulo obtuso.

Acuangulo

Obtusangulo

e Equidngulo: aquel que tiene sus tres angulos iguales.



Los teoremas principales de los triangulos son [5]:

1. Lasuma de los angulos interiores de un triangulo es igual a dos
angulos rectos.

(Teorema ya demostrado en poligonos).

2. Un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de los

angulos interiores no adyacentes a él.

Figura 5.3

)

|

B C D

1m~z ACB + 1mZ ACD = 180° (por ser suplementarios) @

Imz 3+ 1ms x =180° (por ser angulos suplementarios) (b)
1mZABC + 1m/ BAC + 1mZ ACB = 180° (T.F.del A) (c)
ImzZ1+1Ims2+1ms3=180° (T.F.del A) (d)

(b) = (d)



ImA3+ImsLx=1mL1+1ImL 2+ 1m/A3
* Imsx=1mZ1+1mZ2 LQQD

3. Lasumade los &ngulos exteriores de un triangulo es igual a cuatro

angulos rectos.

(Teorema ya demostrado en poligonos).

4. En todo triangulo isosceles, a lados iguales se oponen angulos

iguales o viceversa.

Figura 5.4

Si: CA=CB
Im ZCAB=1msZ CBA=1m/1



En todo triangulo a mayor lado se opone mayor angulo.

Figura 5.5

A B

5. Entodo triangulo, un lado es menor que la suma de los otros dos,

pero mayor que su diferencia.

Figura 5.6

BC = AC = AB
BC<AC+AB
BC>AC-AB

Entonces; BC < AC > AB



A continuacion se describen las rectas, segmentos y puntos
notables de un triangulo ([27] [25], [19]):

e Mediana
Es el segmento trazado desde un vértice hacia el punto medio del

lado opuesto.

Figura 5.7
A
<) 6
P
B * R C
a
I ]

AP = PC
AQ = BQ
BR = CR



Existen tres medianas, una correspondiente a cada lado; se designa
con la letra "m™ y un subindice que indica el lado.

AR =m, BP =mp CQ=mc
El punto de interseccion de las tres medianas se llama

BARICENTRO, CENTRO DE GRAVEDAD o CENTROIDE vy se
representa por (G).

1.- El baricentro esta situado a % de cada vértice (Propiedad del

Baricentro).
2 2 2
BG=§BP CG=5QC AG=§AR

2.- La mediana respecto a la hipotenusa de un triangulo rectangulo es
igual a la mitad de la hipotenusa.

Figura 5.8

AM=MB=MC:BQC



e Altura
Es la perpendicular trazada desde un vértice hacia el lado opuesto

0 a su prolongacion.

Figura 5.9
A
B
N P
M
HE 5, &
If
, ’\/
/
;N
/ -~
C - ,",,”/
P A Or-’
A
P
B=0O C

Hay tres alturas, una correspondientes a cada lado; se designan con

la letra "h™ y un subindice que indica el lado al cual se traza la altura.

AM = ha BP =hb CN =hc



El punto donde concurren las tres alturas se Ilama
ORTOCENTRO Yy esta representado por “0O”.

Propiedades del ortocentro
1. Enel tridngulo acutangulo, el ortocentro esta dentro del triangulo.
2. Encel tridngulo obtusangulo, el ortocentro esta fuera del triangulo.
3. En el tridngulo rectangulo, el ortocentro se confunde con el
vértice del angulo recto.
e Bisectriz
Bisectriz interior de un angulo
Es la recta notable que divide a un angulo interno del triangulo en
dos &ngulos parciales iguales; consecuentemente en un triangulo

existiran tres bisectrices internas.

Figura5.10




ImZBAI=1Im ZIAC=1m /1
ImZBCl=ImZICA=1m L2
Im ZABI=1mZIBC=1m £ 3

El punto donde concurren las tres bisectrices interiores se llama
INCENTRO vy se representa por “I”. El incentro corresponde al centro

de la circunferencia inscrita al triangulo.

Bisectriz exterior de un angulo

Es la recta que corresponde a la bisectriz de un angulo exterior; hay

tres bisectrices, una para cada angulo exterior.

Figura 5.11




El punto de interseccion de las bisectrices exteriores determina el
EX-CENTRO o0 EX - INCENTRO, se representa con “E”. El ex -

centro es el centro de la circunferencia ex - inscrita al triangulo.

Propiedades de las bisectrices de los angulos [27]

1.- Entodo triangulo, las bisectrices de dos angulos externos y la bisectriz
del angulo interno adyacente cortan en un punto E; exterior al

triangulo ABC.

Figura5.12

2.- Las bisectrices interiores del triangulo ABC son las alturas del
triangulo E1 E2 E3 pues las bisectrices de dos angulos adyacentes, AE1,

AE: son perpendiculares entre si.



Figura 5.13

El triangulo ABC es el TRIANGULO ORTICO del triangulo Ex
E, Esy este es el TRIANGULO ANTIORTICO del triangulo ABC.

“I” es el in - centro del triangulo ABC y a la vez el Ortocentro del

triangulo E1 E> Es.

e Mediatriz

Es la perpendicular trazada en el punto medio de cada lado; las
mediatrices se denominan con la letra "M" y un subindice que indica el

lado al cual ha sido trazada.



Figura 5.14
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CS = M, = Mediatriz respecto al lado “a”
RC = My = Mediatriz respecto al lado “b”

TC = Mc = Mediatriz respecto al lado “c”

El punto de interseccion de las tres mediatrices se llama
CIRCUNCENTRO Yy se representa por “C” y que equidistan de los tres
vertices de este, y constituye el centro de la circunferencia circunscrita al
triangulo. EIl circuncentro puede estar ubicado en el interior o en el
exterior del triangulo como también, en el punto medio de la hipotenusa

de un tridngulo rectangulo.

e Ceviana
Es el segmento rectilineo que une un vértice con cualquier punto

del lado opuesto o su prolongacion.

Figura 5.15

A ABC
AK, AN, AM, AP, ...... AR = CEVIANAS



1.- En los tridngulos equilateros las rectas, segmentos notables, trazados

desde uno de los vertices se confunden en una sola y pueden ser
consideradas como mediana, altura, bisectriz interna, mediatriz,

ceviana.

En lo que respecta a los puntos notables, asi mismo un solo punto

representa el baricentro, ortocentro, incentro, circuncentro.

Figura 5.16




2.- En los tridngulos isdsceles las rectas, segmentos, trazadas desde el
vértice comprendido entre los dos lados iguales tienen la misma
caracteristica que el caso anterior; no asi con los puntos notables que

se encuentran ubicados en distinta posicion.

3.- En los tridngulos escalenos las rectas, segmentos y puntos notables se

encuentran ubicados en el interior y exterior del triangulo.

Nota
Estimado lector a manera de ejercicio, se le sugiere analizar qué
sucede con los diferentes segmentos, rectas y puntos notables en los

casos 2 y 3, utilizando los instrumentos necesarios.
e Rectade Euler

El ortocentro, el baricentro y el circuncentro de un tridngulo estan
en linea recta denominada RECTA DE EULER. La distancia del
ortocentro "O", al baricentro "G" es dos veces la distancia del baricentro
"G" al circuncentro "C".

0G=2GC

Nota

Realizar este analisis como practica.



Propiedades de las rectas notables ( [8], [27],[19])
1.-El angulo formado por bisectrices internas de un triangulo es igual a
un angulo recto més la mitad de la medida del &ngulo no considerado

por las bisectrices.

Figura5.17

H) Al bisectriz internadel £ BAC
Cl bisectriz interna del £ BCA.

1m<ABC
T) 1msx =90°+ —
A AIC
ImZ1+1m £Zx+1mZ2=180° (a)
A ABC

@2ms1+2ms2+ms ABC=180°) +2 (b)



1mzABC
1mzs1 + 1ms2 + — - 90°
(a) = (b)
1ms1 + 1msx + 1ms2 = 2msl + 2ms2 + 1msABC
1ms£ABC 1m<sABC
2 + 2
1msABC
2

Imsx = 1ms1 4+ 1ms2 +

*  1msx =90° +

2.- El dngulo formado por dos bisectrices externas de un tridngulo es igual
a un angulo recto disminuido en la mitad del angulo interno en el

tercer vértice, no considerado por las bisectrices.

Nota
Como practica se le sugiere realizar esta demostracion a partir de

los datos indicados.

3.- El &ngulo formado por dos bisectrices, una interna y otra externa de
dos vértices diferentes de un triangulo, es igual a la mitad de la
medida del angulo interno correspondiente al tercer vértice no

considerado por las bisectrices sefialadas.



Figura5.18

H) Ea=Ex-centro A AEC

1msABC
T) 1msx = mz

A AEC
Im /2 =1m/1+ 1msx (T. del ang. ext. al A) (a)
Imsx=1m/2-1m/1 @)
AABC
(2ms2 = 2ml + 1mz£ABC) (b) (T. del ang. ext. al A)
= (b/2)

ImzABC
1me2 = 1mzl +———— (b))

2
(@) = (b)



Imz£ABC

Ims1 + Imsx = 1mz1 + B — = o Imusx
Imz2ABC
ST e

4.- El angulo formado por la bisectriz interna y la altura del mismo vértice
de un triangulo es igual a la semi-diferencia de las medidas de los

angulos internos en los otros veértices.

Figura5.19

A H \D C

H) HD bisectrizdel £ ABC

BH = altura.

1m«£BAC-1m£ACB
2

T) 1msx =

A ABH rectangulo

Im/1-1Imsx +1m £2 =90° @)
Im/2=1m«£Z BAC

A BHC rectangulo

Im/Z1+ 1Imsx + 1m£3 =90° (b)



Im/3 =1mZ ACB

(a) = (b)
ImZ1-1Im £Zx+1mZ£2 =1mZ1 + Im£LX + 1Im£3
2msx = 1m«£ZBAC - ImZACB

lm/x = lmLBAcélmZACB N ¢ lmsx = 1m42;1m43 LOOD.

5.- El angulo formado por la altura y la mediana relativas a la hipotenusa

de un triangulo rectangulo es igual a la diferencia de los angulos

agudos.
Figura 5.20
A
X
5 L2 o . 1 .
o =

H) AM mediana
AH altura
T) ImZx=1mZABC - 1msZACB



A ABC rectangulo

AM =MB =MC (T. de las medianas en los A rectangulos)
A BMA isosceles

1ImzZ ABM =1m/Z BAM = 1m~Z ABC (T. de los A isosceles)
A AMC isosceles

ImzZ MAC =1mZ MCA=1m ZACB (T. de los A isésceles)
A ABC rectangulo

(2mZ1 +2ms2 =180°) =+ 2

Im Z1+ 1ms 2 =90° (T.F. del A) @)

A BHA rectangulo

Im/2-1m Zx+ 1m/2 =90° (T.F. del A) (b)

(b) = (a)
2m/Z2 -1m £ x=1mZ1+ 1m/2 Im £2 =1mZABC
Im £2 -1m £1=1mZLX 1m £1=1m ZACB

* Im 4£x=1m ZABC -1m ZACB LQQD



6.- Angulo formado por dos alturas.

Figura5.21

(0
&

1msp = 24rectos — 1mse
7.- Angulo formado por dos mediatrices.

Figura 5.22

[

1msx = 24rectos — 1m0



8.- Angulo formado por una bisectriz interna y la mediana, relativas a la
hipotenusa de un triangulo rectangulo.
Figura 5.23

Imsza — 1mz6

Imzsx =
m4Lix )
9.- Angulo formado por dos bisectrices.
Figura 5.24
E
B
A
C D



1mzs3 + 1mz4

1mzsx =

10.- Propiedad de la mediatriz.

2

Imsx = 2mzs0

Figura 5.25

7 ~

B

7
7

»

AP,

12. Angulo formado por bisectrices.

Imsza + 1mz6

Imsx =

2

==



Figura 5.26

>
A = c

1)

2)

3)

4)

5)

Dados tres segmentos cualesquiera ¢se puede construir siempre
triangulo? ¢ Qué condicidn tienen que cumplir tres segmentos a, b
y ¢, para que con ellos se pueda formar un triangulo?

Define el angulo exterior de un triangulo.

¢Cuantos angulos exteriores se forman en cada vertice? ;Cémo
son estos angulos?

¢ Qué relacion existe entre un angulo exterior de un tridngulo y los
interiores no adyacentes?

Para asegurar la igualdad de dos tridngulos ¢es necesario
comprobar que los tres lados y los tres angulos del primero son
respectivamente iguales a los tres lados y los tres angulos del
segundo? ¢Cuantos elementos bastan para determinar un

triangulo?



6)
7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

Enuncia y comprueba los tres casos de igualdad de triangulos.
¢Como se clasifican los triangulos atendidos a sus angulos? ;Y
atendiendo a sus lados?

Define con precision las siguientes lineas notables de un
triangulo: altura, mediana, bisectrices, mediatrices.

¢Cémo se llaman los lados que forman el angulo recto de un
triangulo rectangulo? ¢ Y el lado opuesto al angulo recto?
¢Cuales son las propiedades mas sencillas del triangulo
rectangulo?

¢Cudles son las propiedades mas notables de un triangulo
isésceles?

¢Qué propiedades notables tiene el triangulo rectangulo
isosceles?

¢Cdémo son los tres angulos de un triangulo equilatero? ;Por qué?
¢ Cuanto vale cada uno?

¢Cuantos datos son necesarios para construir un triangulo

rectangulo isdsceles?



Ejercicio 5.1.- Calcular la medida del angulo x de la figura 5.27,

conociendo que el 1m£1=36° 1m«£BCE=2m«2 y que 1Im£ZCGE=3mz«2

Figura 5.27
D —= W |
N
P
\2
F C B
G

H) 1mz1=36°
1msBCE = 2ms2
1msGCE = 3mz2

T) 1msx =?



Ejercicio 5.2.- Calcular la medida del angulo 2CAE de la figura 5.28,
sabiendo que el segmento AB es igual al segmento AD, que la

m«£BAD=60° y que la mzZCDA=135°.

Figura 5.28
B
A
||
C D E
H) AB = AD

1m<BAD = 60°
msCDA = 135°
T) msCAE =?



Ejercicio 5.3.- Calcular la medida del angulo 2AFC de la figura 5.29,
conociendo que el segmento AC es igual al BC, que el segmento BE es
igual al ED, que el segmento CE es perpendicular al BD, que la
m£ACB=115°y que la mzCDE=65°.

Figura 5.29
C D
E
A ..
B
F

H) AC=BC ; BE =ED

CE L BD

1m<ACB = 115°
1m<CDE = 65°
T) 1mcAFC =?



Ejercicio 5.4.- Demostrar que 1mz1+1m2£2+1m£3=90° en el triangulo
de la figura 5.30, sabiendo que el AABC es rectangulo, que 3AB=AC y

que AN=NM=MC

Figura 5.30

B

H) AABC rectangulo
34B = AC
AN = NM = MC
T) 1ms1+ 1ms2+ 1ms3 =90°



Ejercicio 5.5.- Calcular la medida del angulo ZAGD de la figura 5.31,
conociendo que la m£AFC=40°, lam£EDB=80°, que GC es bisectriz del

AFCE y que AG es bisectriz del AEAD.

Figura 5.31

H) 1msAFC =40°
1m<EDB = 80°
GC bisectriz FCE
AG bisectriz EAD
T) 1mzAGD =?



Ejercicio 5.6.- Demostrar que 1Im£EFG=1m«NGB+90° en el triangulo
de la figura 5.32, sabiendo que en el AABC el segmento NE es paralelo a

AB, FI=IG y que la GN es bisectriz del 2CGB.

Figura 5.32
C
D/
B _. | | N
F
A G B
H) AABC
NE Il AB FI =1G

GN bisectriz £CGB
T) 1m«EFG = 1msNGB +90°



Ejercicio 5.7.- Demostrar que PB>=PD.HP en el triangulo de la figura
5.33, sabiendo que el AABC es rectangulo, el AACD es escaleno vy el

punto “H” es ortocentro.

Figura 5.33

O

H) AABC rectangulo
AACD escaleno
"H" ortocentro

T) PB?=PD.HP



Ejercicio 5.8.- Calcular la medida del £ACN para la figura 5.34,
conociendo que 1m£BAC=48°, 1Im«BMN=43° PQ es paralelo a AC y
que MN es mediatriz de BC.

Figura 5.34

H) 1m«BAC = 48°
ImsBMN = 43°
PQ II AC
MN mediatriz BC
T) 1mzACN =?



Ejercicio 5.9.- Demostrar que BT=CS en el tridngulo de la figura 5.35,
conociendo que el AABC es isosceles, AB=AC, 1Im£ZSMB=1m£ZTMC y

que M es punto medio de BC.

Figura 5.35

B M C

H) AABC isosceles
AB = AC
1msSMB = 1msTMC
M punto medio BC
T) BT =CS



Ejercicio 5.10.- Demostrar que el AQKR es isosceles, sabiendo que el
ARST=AQST en la figura 5.36.

Figura 5.36

H) ARST = AQST
T) AQKR es isosceles
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