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Introduccion

El analisis de los potenciales electrostaticos es importante
en las ciencias y la ingenieria, entre otras areas del saber. Este
analisis se utiliza para describir el fenomeno de la energia
potencial eléctrica de una carga en un campo eléctrico. El cual es
util para la comprension de la distribucion de las cargas eléctricas
en un sistema y como interactdan entre si. Asimismo, se utiliza
para calcular la energia necesaria para mover una carga de un
punto a otros dentro de un campo eléctrico (Calzada, 2011), es por
lo tanto, un importante campo del saber en las areas de la

ingenieria eléctrica y electronica.

El presente material se permite profundizar en el estudio
sobre los potenciales electrostaticos. En este sentido, se hace
necesario para el estudio de este fendmeno, aprender a
modelarlos a través de expresiones matematicas, que permitan
conceptualizar los diversos abordajes y estudios que se quieran

realizar acerca de los potenciales electrostaticos. Generalmente, en
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los estudios que se desarrollan a nivel de pregrado universitario,
solo se calculan los potenciales electrostaticos en una sola
dimensién tal como lo indica Rubinos (2018), en muchos casos
idealizandolos por lo complejo que los mismos resultan para

estudiantes e investigadores noveles.

El calculo particularmente en el caso de los potenciales
electrostaticos atiende a condiciones particulares, emanadas de la
Ley de Coulomb, correspondiendo ésta a una expresién
matematica que encuentra dentro de sus alternativas resolutivas a
las ecuaciones de Poisson y Laplace. Implicando la resolucion
sistemas de ecuaciones diferenciales, y estas ecuaciones tienen
soluciones por diferentes procedimientos matematicos uno
analitico y el otro de analisis numérico. Este Ultimo método
mencionado, reducen tiempos de calculo, con procedimientos de
resolucion programables ya que son procesos disefiados como
operaciones que siguen un protocolo de resolucion, al final se
producen sistemas de ecuaciones lineales, en la que se espera una

solucién eficaz en el menor tiempo posible.

De los métodos numéricos mencionados en el parrafo
anterior un método particular que presenta condiciones adecuadas

para la resolucién de las ecuaciones asociadas al fenomeno
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eléctrico como el potencial eléctrico, es el Método Gauss Seidel-
Relajacion, el cual en el resto del documento podremos abreviar
(GSR), es un procedimiento iterativo que facilmente se puede
convertir en un algoritmo, y que adicionalmente puede ser llevado
a un software como el MATLAB, para calcular en el caso que nos
ocupa en este libro los potenciales electrostaticos de forma

correcta y en el menor tiempo posible.

Este documento investigativo muestra el modelaje y calculo,
aplicando el Método GSR, a una distribucion superficial tipo malla
de potenciales electrostatico. Para el desarrollo, primero se revisara
la documentacién existente sobre modelacién de campos
electrostaticos en una y dos dimensiones, se formulara el marco
tedrico con la informacién recolectada, se procesara esta
informacion para un caso en particular (muestra) y, finalmente, se

obtendran los resultados simulando todo en el MATLAB.

El material que se presenta a continuacion al lector, es de
naturaleza teorica y experimental, tiene el propdsito mostrar el
modelado, unido al calculo de los potenciales electrostaticos en
dos dimensiones, teniendo como dominio de referencia el sistema
de coordenadas rectangular. Para efectos de analisis y calculos, se

escoge al método GSR, es cual es un método numérico
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computacional que permite obtener resultados rapidos,
adicionalmente permite interpretar los diferentes fendmenos,
colaborando con sus posteriores analisis bien sea con fines
educativos o de aplicaciones cientifico tecnoldgicas. La
importancia de este documento es que se constituye en un trabajo
de no solo de divulgacién cientifica, sino que realiza la
implementacion de aplicaciones que permitan analizar el
comportamiento de los potenciales electrostaticos, desde su

modelado, hasta su resolucién utilizando el método de GSR.
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Capitulo 1

Métodos numéricos




Capitulo

1<)

Meétodos numericos

1.1 Introduccion al capitulo

Los métodos numéricos son herramientas matematicas que
se utilizan para resolver problemas complejos en las ciencias
naturales, ciencias aplicadas y otras disciplinas. Estos se basan en
la utilizacion de algoritmos de calculos, que permiten aproximar
soluciones a problemas que no pueden ser resueltos de manera
analitica. Son importantes porque permiten resolver problemas
gue de otra manera seria imposible hacerlo, siendo esenciales para
el disefio y simulacién de sistemas eléctricos, mecanicos vy
quimicos. Adicionalmente, son importantes para la optimizacién
de procesos y toma de decisiones en la industria y la investigacion.

El presente capitulo esta dedicado a los métodos numeéricos, entre
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ellos el de Gauss Seidel, incluyendo un ejemplo sencillo de

aplicacién manual.
1.2 Los métodos numéricos

Todos los métodos de analisis numérico, se pueden
considerar como una realidad dialéctica del analisis matematico
cualitativo y cuantitativo. Una antigua disputa por la comprension
del mundo desde dos abordajes que influyen directamente en el
régimen de variables utilizadas. En particular el analisis matematico
favorece el campo de lo medible, pues afirma que bajo ciertas
condiciones algo existe y que es Unico, entre otros preceptos. Sin
embargo, se complementa calculando aproximadamente el valor
de aquello que existe, completando aquella vieja creencia de las
ciencias naturales que solo existe aquello a lo que se le puede

medir o asignar un valor.

En resumen, se puede decir que el analisis numérico es una
reflexion sobre el analisis matematico, en otras palabras, se deja
hablar y abordar expresiones fundadas sobre el algebra lineal,
ecuaciones diferenciales y otras. Desde el punto de vista numérico,
tiene como sinergia una serie de métodos o algoritmos cuyo
estudio y uso en diferentes areas de ingenieria es importante.

(Song, 2000)
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En Rubifios (2018) encontramos la siguiente descripcion
para los métodos numéricos son técnicas para formular problemas
y solucionarlos usando operaciones légicas aritméticas, contando
como herramienta determinante la computadora y los lenguajes
de alto nivel (fortran, Basic, Pascal, entre otros). La importancia del
método numérico estd asociada a la capacidad de generar una
operacion algoritmica que facilita el calculo y que al ser codificable
se pueda traducir a un lenguaje de programacién para hacer la
cantidad de iteraciones necesarias hasta alcanzar la solucién que

satisface las condiciones impuestas por el problema abordado.

Continta agregando Rubifios (2018) que, en el comienzo,
que las personas interesadas con esta area del conocimiento sélo

contaban con las siguientes condiciones:

1. Determinaban la solucion usando métodos exactos o
analiticos, pero en realidad estas soluciones s6lo son para
un numero limitado de problemas. En consecuencia, las
soluciones analiticas tienen valores practicos limitados,
porque la gran mayoria de los problemas implican formas y

procesos complejos.

2. Cuando se requeria analizar el comportamiento de sistemas

se usaban soluciones graficas cuyos resultados no son muy
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precisos. Ademas, que sus representaciones son tediosas sin
el uso de computadoras. Estas técnicas graficas son
limitadas a problemas que pueden describirse usando tres

dimensiones o menos.

Para implementar métodos numéricos se usaban
calculadoras y reglas de «calculo. Estos instrumentos
presentan una diversidad de dificultades como
consecuencia de su lentitud al realizar los calculos. Ademas,
que sus resultados no son muy consistentes por que surgen

equivocaciones al realizar su proceso de calculo.

Actualmente, los métodos numéricos cuentan con una
herramienta como la computadora que ofrece alternativas
para el calculo de problemas complejo que en
oportunidades el andlisis matematico tendria mucha
dificultad. Sin embargo, se debe resaltar que el analisis
numérico es de importancia tanto para solucionar

problemas y para dar mayor comprension.

Después de la aparicion de la computadora, los métodos
numéricos a explosionado, estan directamente relacionados
con el tiempo de maquina, en consecuencia, limitados por

el costo de procesamiento de las grandes computadoras
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(mainframes), lo que induce que aun algunos continlen
usando métodos analiticos en sus trabajos. Sin embargo,
actualmente, con el avance de la tecnologia y como la
apariciéon de las computadoras personales a bajo costo

permiten cumplir con capacidades complejas.

Entre otras razones del uso de los métodos numéricos se

pueden citar:

6. Su capacidad para solucionar sistemas de ecuaciones
lineales de grande porte, el manejo de no linealidades y la
solucion de geometrias complejas, retos muy usuales en la
sociedad ingenieril del presente siglo, que se tornan
dificultosos o imposibles de ser manipulados por el analisis

matematico.

7. Los métodos numéricos permiten reforzar la comprension
matematica por ser experimental. En este marco, diria
permite la creatividad principalmente en temas oscuros
ocasionando un aumento de la capacidad de comprension y

entendimiento de las matematicas.

8. Los métodos numéricos dan la oportunidad de construir sus

propios programas para resolver los problemas, sin tener
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que comprar softwares costosos y de una complejidad para

su comprensién y aplicacion.

9. Los métodos numéricos es un medio para aprender usar las
computadoras, como para estructurar programas Yy
demostrar las limitaciones de las computadoras. Finalmente,
se puede afirmar que los métodos numéricos permiten

reconocer y controlar los errores de aproximacion.
1.3 Método de Gauss Seidel

El método de Gauss-Seidel es un proceso de aproximacion
sucesiva para resolver sistemas de ecuaciones lineales compatibles
determinados. Este requiere de la verificacion de un criterio de
convergencia, comunmente conocido como diagonal pesada. Es
una alternativa interesante para ser programadas por su relativa

simplicidad (Cortés et al., 2019).

Al ser un método iterativo, suele ser eficaz y muy preciso
para dar resultado a sistemas lineales. Estos sistemas de

ecuaciones, cumplen con la siguiente forma (Matthew, 2009):
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dpk tapx, tee tapx, = &

% tdgx, e tagx, = Ay

RN

@k tdnx, teee ta,x, = & 0

Si de la ecuacién (1) despejemos *1, hacemos lo propio en

la ecuacidén (2) despejemos Xz, ..., hasta que de la ecuacién (n)

despejemos Xn. Como resultado obtendremos lo siguiente:

— X, — e — X
xl — E:ll 233 In'n
)
_ by —ag X = — g X,
X, =
ey
_ by —apx — @, 1%
x, =
Dy (2)

Es un conjunto de expresiones, que seran utilizarlas en el
método iterativo que se ha escogido. El inicio del proceso iterativo,

XZ"“’Xn_

se realiza asignando el valor de cero (0) a las variables

Lo cual produce un primer valor para *i y, de alli se obtiene la

ecuacion (3):
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Acto seguido, se sustituye este valor de *1 en la ecuacion

XS’...’X

(2) y las variables n siguen teniendo el valor de cero (0).

Esto da el siguiente valor para Xz:

Los valores de *1 y Xz, se sustituye en la ecuacion (3),

Xy siguen teniendo

mientras tanto los valores que van desde X4+
el valor de cero (0). Y se van repitiendo lo pasos sucesivamente
hasta llegar a la Ultima ecuacién. Este procedimiento, nos arrojara
una lista de primeros valores para cada una de nuestras incégnitas,

esto se constituye en el primer paso del proceso iterativo,
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Se vuelve a repetir el proceso, pero ahora sustituyendo
estos Ultimos datos en vez de ceros (0) como al inicio, se obtendra
una segunda lista de valores para cada una de las incégnitas. Se

puede decir que ahora se tiene:

n = 5
X, = f
x?é = ﬁ?é

Con los valores de alfa y beta conocidos, se procede a
calcular los errores aproximados relativos, con respecto a cada una

de las incdgnitas. Se muestra la lista de errores como sigue:
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H-e

lea| = _lxmm%

| = b2, 100y,
2

o] = B2 00u

La condicién de repitencia en el proceso es hasta que se satisfaga

la siguiente expresion:

S| <5, ¥i=12--.m
£

Donde €s es una cota suficiente prefijada.

El método de Gauss-Seidel converge a la solucion del
sistema si se cumple la condicion de que la matriz de coeficientes
del sistema sea una matriz diagonalmente dominante, es decir, si
se cumple la siguiente condicién (Fink & Mathews, 2008):

, para
| i=12-- .1

ERat ] ]

| > Z |‘Iir'
Jei

cada

El hecho que una matriz sea diagonalmente dominante
significa que los elementos de la diagonal son mayores

numéricamente desde su valor absoluto y la suma de los valores
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absolutos de los demas elementos del mismo renglén. Se puede
apreciar que, en la muestra anterior, la matriz si es diagonalmente
dominante y, por lo tanto, el método de Gauss-Seidel converge a

la solucion del sistema.

Por otro lado, es importante la condicion de la matriz
diagonalmente dominante; sin embargo, es solo es una condicion
que es suficiente, aunque no necesaria. Ya que hay evidencia de
que existen sistemas de ecuaciones que no cumplen con la
condicién de ser una matriz diagonalmente dominante, pero que
si convergen a la solucion y al igual que existen sistemas de
ecuaciones que no cumplen con la condicién y que no convergen a

la solucion.

Por ultimo, es importante prestar atencién a que, aunque un
sistema no cumpla con la condicién de ser diagonalmente
dominante, existe la posibilidad de que si se cumpla con esta
condicibn mediante un intercambio de renglones, para ello

revisemos en el siguiente ejemplo.
1.4 Ejemplo

A través del método de Gauss-Seidel aproxime la solucién

del siguiente sistema:

28




~5x, +ldx, -27x, = 942

07x —-25x, +15z, = -6
33x -1llx, +44x, = =275
|ea| <1%

Hasta que

En la solucidon de este caso, vemos que la matriz de
coeficientes del sistema no es diagonalmente dominante, como ya
hemos citado en los parrafos anteriores en su diagonal son
numéricamente en valor absoluto mayor a la suma de los
elementos de su regién. Sin embargo, si intercambiamos las lineas
de ecuaciones 2 y 3 entonces si es diagonalmente dominante. Por
lo tanto, hacemos el intercambio de renglones y luego el sistema

queda de la siguiente forma:

=5x +1l4x, —-27x 94.2
33xn -1z, +44x, = -275
07x -25x, +15x,

|
I
R

X3

Se despeja XXz y de las ecuaciones 1, 2 y 3

respectivamente. Tenemos:
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94,214z, +2.7x,

n = .
- 275-33x - 44x,
X, =
-11
—6—07x +2.5x,
X; =
15

Se da inicia al proceso iterativo sustituyendo los valores de X2 = 0

y X; =0 en la ecuacion 1 para obtener X :

x =—18.84

Seguidamente sustituimos * =-18.84 y X; =0 en Ia ecuacion 2

para obtener X2:

x, =—3.152

Al finalizar la primera iteracion, sustituimos x =-18.84 y
X, ==3.152 @n |3 ecuacién 3 para obtener X3

x, =—0.04613

Y los valores obtenidos en la primera iteracién son:
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— 1554

J’fl =
x, = —3152
x, = —0.04613

Sélo tenemos la primera aproximacion a la solucién del

sistema, debemos seguir avanzando en el proceso iterativo.

Sustituyendo X2 =-3.152 y % =-0.04613 o, |53 ecuacion 1,
obtenemos % =—19.69765. g stituyendo % =-19.69765
X; =-0.04613 o |3 ecuacion 2, obtenemos X =-3.42775 .

sustituyendo %1 = —19.69765 X, =-3.42775 op |3 ecuacién 3,

X, =-0.05207 .,

obtenemos lo tanto, nuestra segunda

aproximacion es:

xn = —19.69765
x, = —342775
x, = —005207

Se calculan entonces los errores aproximados para cada una

de las incognitas. Se tiene:
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~19.69765+18.84
| = | % 100%| = 4.35%
| 19.69765
—3.42775+3.152
S | % 100%| = 8.04%
| —342775
.| = - 0.05207+0.04613 00|11 a0z
| —0.05207

Puesto que no se ha cumplido el objetivo, se debe seguir

avanzando en el proceso iterativo.

1.5 Consideraciones finales del capitulo

Como se ha podido observar en este Capitulo, el método de
Gauss-Seidel es un procedimiento iterativo utilizado para resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Este se aplica a matrices
cuadradas con elementos no nulos en sus diagonales y la
convergencia se garantiza si la matriz es diagonalmente
dominante. Lo cual es importante en el analisis numérico y resulta
particularmente Util, ya que nos permite encontrar la solucion de
un sistema de ecuaciones con una precisién arbitrariamente
elegida por el operador del algoritmo. Este es un método esencial
en la ingenieria eléctrica y electrénica, ademas, es especificamente
atil en la resolucion de problemas de flujo de carga en sistemas

eléctricos de potencia.
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Capitulo

2 /

Potencial electrostatico

2.1 Introduccidn al capitulo

El potencial eléctrico o potencial electrostatico es la energia
potencial electrostatica por unidad de carga de prueba asociada al
campo eléctrico. El estudio de la interaccion entre dos cargas
puede abordarse de dos formas diferentes: fuerza electrostatica o
campo eléctrico. En la primera forma, la fuerza mutua que
experimentan las cargas viene dada por la Ley de Coulomb y esta
fuerza, al ser conservativa, tiene asociada una energia potencial
electrostatica. En la segunda forma, la fuerza electrostatica tiene

asociada una energia potencial.

Como se dijo anteriormente, el analisis del potencial

electrostatico es importante en las diferentes ciencias naturales
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como lo son la fisica, la quimica y en ciencias aplicadas como la
ingenieria e incluso la medicina, entre otras areas del saber, que se
sirven de este potencial para desarrollo de tecnologias o procesos

biologicos.

Por otro lado, hemos presentado a los métodos numéricos
los cuales son herramientas matematicas que se utilizan para
resolver problemas complejos en cualquiera de estas disciplinas. El
analisis del potencial electrostatico con métodos numéricos es util
para entender la distribucidon de cargas eléctricas en un sistema y
cdmo interactian entre si. También se utiliza para calcular la
energia necesaria para mover una carga de un punto a otro en un
campo eléctrico. El analisis del potencial electrostatico con
métodos numéricos es particularmente Util en la simulaciéon de
sistemas moleculares y en el disefio de dispositivos electronicos,
como capacitores, diodos y transistores (Valencia, Molina, &
Correa, 2008). Este capitulo estard dedicado a la definicion e

importancia del analisis del potencial electrostatico.
2.2 Definicion de potencia electrostatico

El potencial electrostatico es una propiedad intrinseca y
propia del campo eléctrico. Desde una perspectiva matematica la

derivada direccional del potencial electrostatico, indica la direccion
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en la se dirige y apunta el vector del campo eléctrico (Argaez,
2008). Es asi, que ambas propiedades estan relacionadas, esta

relacion se representa de la forma:
VV =-E

En donde el potencial se representa con la letra (V) y es un
campo escalar que representa al potencial electrostatico, y E es un
campo vectorial que representa al campo eléctrico y V es el
operador gradiente. Se debe considerar que todos los campos
eléctricos tienen la propiedad de ser irrotacionales y de forma
matematica se conoce que el rotacional del gradiente de una

funcién escalar es siempre cero (Sadiku, 1998) ejemplo:
Vx(VV)=0

Teniendo en cuenta el resultado anterior y considerando el
hecho de que los campos eléctricos satisfacen la condicion del

flujo como lo establece la Ley de Gauss (Sadiku, 1998):

VE:—/
&y

Del mismo modo, la expresion matematica que establece la

relacion entre el potencial electrostatico y la densidad volumétrica
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de carga que corresponde a la Ecuacion de Poisson, como se

puede apreciar (Sadiku, 1998):

VA& = //
gl’

Donde p es la densidad de carga y & es la permitividad
eléctrica del medio. La expresion de la ecuacidon de Poisson en

coordenadas cartesianas se expresa de la forma (Sadiku, 1998):

dV (x,y) s dV(x,y) p(xy)

dx’ dy? &

Las condiciones de frontera en el caso de estudio propuesto

toman la forma:

Cada una de estas ecuaciones se corresponden a las
condiciones de frontera de Dirichlet. Adicionalmente, se selecciona
una funcion u(x, y) y se condiciona a pesos residual sobre el

dominio de la funcién sea cero, de la siguiente forma:
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Ju(xy)

Q

dV (x, dV (x, ,
Ley) , AV6Y) Y g g
dx dy &
Aplicando el teorema de Green al teorema de Gauss se

obtiene una expresion que logra dividir el dominio en regidn

interior y fronteras, del siguiente modo:

[dug(.y) dVgi,yLdug’; ) dvg;'y) dQ-[u(xy)o(xy)d+ [ (dvg:y)jdrzo

1

Q T,

Para realizar la discretizacion de la expresion anterior se
alcanza usando elementos finitos bidimensionales triangulares
lineales que es la figura mas pequefa y permite los mayores
ajustes a superficies estudiadas, para los cuales las variables de

interpolacion son lineales en x y y en la forma de:

w=0(Xy)=a+aX+ay

0
&
w=w(xy)=[1xy]< &,
&

Se deben determinar los coeficientes desconocidos ai para

la funcion de interpolaciéon, a partir de las ecuaciones anteriores
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debe representar las variables nodales en los tres nodos del
elemento triangular. Sustituyendo los valores de las coordenadas

cartesianas de los nodos se obtiene (Kwon & Bang, 1997):

o | Iy |
0, =10, 0 =| 1%, |18,
2 IGY, | &

Es desde este Ultimo arreglo que es posible determinar los
valores de cada una de las constantes ai. Ademas, en un elemento
triangular la matriz del elemento se calculada por la siguiente

ecuacion:

e du(x,y)dVv,(xy) du(xy)dVv,(xy)
[K]_I[ dx = dy dy JdQ

Qe

El resultado es una superficie que podemos observar en la
Figura 1. En dicha figura, se presenta el relieve y el color
representan el valor del potencial en cada parte de la region. Se
presenta a su vez un contraste entre la figura ubicada a la derecha
y la figura de la izquierda, tres picos en la solucidon analitica y la

solucién numérica se ve sin esos picos.
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Figura 1.

Distribucién del potencial electrostatico

"SOLUCION FEM™ “SOLUCION ANALITICA*

$ 838838

a
o
POTENCIAL ELECTROSTATICO
3

POTENCHAL ELECTROSTATICO

co & 8 8

La solucién analitica es calculada a partir de la solucion de la
ecuacion diferencial. Al evaluar en esta las condiciones de frontera

de Dirichlet descritas en las ecuaciones anteriores se obtiene:

sen (MX) senh (nnyj
4 & b
v(xy)==2 3 °

=135 n—senh (mj
b

Es importante en este aparte indicar que ambas soluciones,
son aproximaciones numéricas. Sin embargo, la solucion calculada
en este ejercicio esta mas acorde con las condiciones iniciales del
problema que la que se obtiene de manera analitica. Y la respuesta

a la diferencia que aparecen en la Figura 1 derecha e izquierda, es
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decir los picos que aparece en la parte derecha de la Figura 1,
tiene su explicacién el en hecho que es una aproximacion realizada
a partir de ecuacidn sinusoidal para las coordenadas
correspondientes a cada nodo del dominio. Por otro lado, el
porcentaje de error calculado se determina a partir de los valores
del potencial electrostatico calculado por los dos métodos de

solucién (GSR y analitico), de la siguiente manera:

%E(L)z—"v Val.

Ve

%

Tabla 1.

Porcentajes de error entre la solucion analitica y solucién FEM

% Error (| o) 15.2759
% Error (12) 8.7674
Donde:

% Error leo: indica el porcentaje de error con respecto a la norma

infinita (Garcia, 2004).
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% Error 12: indica el porcentaje de error con respecto a la norma

euclidiana.
2.3 Calculo del gradiente del potencial

El gradiente es en si mismo la representa la magnitud y la
direccion de la maxima rapidez de incremento espacial del
potencial escalar V. Este calculo parte desde la funcion que
describe el potencial escalar y puede escribirse en cada regién del

dominio de la forma
V(xy)=2Vi(xy)o(xy)

En consecuencia su gradiente es:
ov(x,y) =

YV (x,y) = S5+ 20

Al realizar un manejo matematico con ambas ecuaciones tenemos:
a Xl -~
ZV (x,) ( |+ZV (x,y) (ayy)J

En donde Vi (x, y) es el valor del potencial calculado en la
seccién anterior para el nodo iy es una constante calculada, de tal

manera que en las ecuaciones, queda pendiente por calcular la
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derivada parcial de la funcién base descrita para cada elemento, y

para un elemento lineal triangular:

ow. (X,
M:aﬁ
ax
y
0, (%,Y) _
P =

y

Trabajando en ambas ecuaciones nos queda:

>Vi(x, y)Mi +ZVi (% y)a,i

i OX

v ) 2 5 )
i ay i

Estas son ecuaciones definen el comportamiento en cada
nodo de los elementos triangulares que corresponden a cada una
de sus posiciones ocupadas en la superficie, recordemos que
desde el punto de vista geométrico los elementos triangulares se
integran tal como un rompecabezas y cada coordenada nodal que
es un vértice de estos diminutos triangulos son definidos por el

promedio de los valores del gradiente que les ha sido asignado.
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En la parte izquierda de la Figura 2, se aprecia la
distribucion de los gradientes en el dominio y en la parte derecha
se muestra la distribucién del potencial ilustrado por el color

asignado.

Figura 2.

Lineas de campo eléctrico y distribucion del potencial electrostatico
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2.4 Optimizando la convergencia usando relajacion

Se hace referencia al proceso de relajacién, en el método de
Gauss Seidel a una ligera modificacion que permite mejorar la
convergencia. Y la misma consiste en que posteriormente que se

calcula cada nuevo valor de x por medio de las ecuaciones
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estudiadas, ese valor se modifica mediante un promedio
ponderado que es el resultado de las iteraciones pasadas y en

curso, para comprender lo indicado veamos la ecuacion:

nuevo __ nuevo anterior
X" = ox™" +(1— w) X,

En la ecuacién tenemos que o es un factor ponderado que toma
valores entre 0 y 2. Por lo cual debemos considerar las siguientes
condiciones: Si ® = 1, (1 —®) es igual a cero y el resultado no se
modifica. Sin embargo, si a ® se le asigna un valor entre 0 y 1, el
resultado es un promedio ponderado de los resultados actuales y
anteriores. Este tipo de modificacion se conoce como
sobrelajacion. Se emplea comUnmente para hacer un sistema no
convergente, converja o apresure la convergencia al amortiguar
sus oscilaciones. Y para @ de 1 a 2, se le da una ponderacion extra
al valor actual, en este caso el nuevo valor se mueve en la
direccion correcta hacia la solucion verdadera, a este tipo de

modificacion se le llama sobrerelajacion.
2.5 Solucion a la situacion problematica planteada

El paso inicial reside en obtener una adaptacion discretizada
del operador de Laplace que nos admita utilizar numéricamente.

La formula para f” (x) es:
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De tal manera, que al emplear esta férmula a la funcién ® para

aproximar @y y ®dyy y sumar los resultados, se obtiene:

Vi - O (x+h,y)+®(x—h,y)h?

O(X,y+h)+®(x,y—h)-4d(x,y)

+ 2

+O(h2)
Seguidamente se divide el rectangulo:
R:{(x,y):03xsa,03 ysb}

En (n - 1) x (m - 1) cuadrados de lado h (a = nh'y b = mh), como

se muestra en la Figura 3.
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Figura 3.

Malla usada en la ecuacién en diferencias de Laplace

Para resolver la ecuacion de Laplace, se impone la aproximacion:

O(x+h,y)+®(x—h,y)+D(x,y+h)+®(x,y—h)-4d(x,y)
hZ

=0
Que tiene una precision de orden O (h?) los puntos interiores de la
malla (x; y)

Para i=2,..,n-1y j=2,..m-1.

Como los puntos de la malla estan espaciados uniformemente: Xi+1
=X + h, xi-1 = xi = h, yi+1 = yi + h e yis1 = yi — h; denotando por ®j

la aproximacion al valor @ xj, la ecuacion (9) queda:
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qu)ij _ cDi+lj +q)i—1j +q;ij+1 +(Dij—1 _4cDij -0
2

Expresion que se conoce como la férmula de diferencias
con cinco puntos para la laplaciana. Esta formula relaciona el valor
de la funcidén u;; con sus cuatro valores adyacentes ui+1j , Ui-1; ,

Uij+1 Y Uij-1 COmMo se muestra en la Figura 4.

Figura 4.

Esquema para la ecuacion de Laplace

® ijr1

llr'_]’jg— = ° ul'+l.j

it g

Eliminando de la ecuacién (10) h? se obtiene la férmula de

aproximacién para la ecuacion de Laplace:

Uigj TUig +ui,j+1+ui,j—1_4ui,j =0
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2.6 Muestreo temporal

Para el muestreo temporal tocas imaginar que tenemos un
problema de Dirichlet, y ademas, que conocemos los valores de la
funcion u (x, y) en la frontera de la region R. Para determinar la

solucion aproximada de la ecuacién de Laplace en el rectangulo:

R={(x,y):0<x<4,0<y<4}

Donde u(x, y) denota el potencial en un punto (x, y), los valores en

la frontera son:

u(x,y)=20v  u(x4)=180V
para O0<x<4

u(0,y)=80v  u(4,y)=0v
para O<y<4

Figura 5.
La malla de orden 5% 5

Uy 5= 180 Uy §= 180 Uy g= 180

uy 4 =80 . . . us 4 =0
P Pg Py

"1.3=80 < . . g ;=0
Py Ps Pe

ul':=80 . . o

g »=0
Py P> P3 e

Uy 1=20 13 | =20 uy ;=20
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2.7 Consideraciones finales del capitulo

Como se pudo apreciar en el transcurso del capitulo el
método de Gauss-Seidel se utiliza para resolver sistemas de
ecuaciones lineales y como se indicé al principio de este apartado
aplica en el analisis numérico de problemas de potencial
electrostatico. Este método es particularmente Gtil en la simulacion
de sistemas moleculares y en el disefio de dispositivos
electronicos, como capacitores, diodos y transistores. A
continuacion, se presentan algunos ejemplos de aplicaciones del
método de Gauss-Seidel en el calculo de potenciales

electrostaticos en:
1. Simulacion de sistemas moleculares.
2. Disefo de dispositivos electronicos.

3. Simulacién de sistemas eléctricos y electronicos.
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Capitulo

3 /

Aplicaciones de Matlab al
analisis numeérico

3.1 Introduccion al capitulo

Matlab es un software de analisis numérico que se utiliza en
la ingenieria, la fisica, la quimica y otras disciplinas para resolver
problemas complejos. Es una herramienta poderosa que permite a
los ingenieros y cientificos analizar y visualizar datos, crear
algoritmos personalizados, simular sistemas complejos vy
desarrollar modelos numéricos. Es importante en la investigacion y
el desarrollo de nuevos productos y tecnologias, asi como en la
optimizacion de procesos y la toma de decisiones en la industria y

la investigacion. Algunas de las ventajas de usar Matlab son:
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1. Analisis y visualizacion de datos.
Procesamiento de sefales.
Modelado y simulacion.

Desarrollo de algoritmos.

AR

Optimizacion de procesos.

Esta seccion se ha dedicado a describir el uso de Matlab

para el analisis numérico de potenciales electrostaticos.
3.2. Solucion mediante Matlab

Ahora se proporciona la solucién con el programa (Ver
Anexo), desarrollado en Matlab para calcular los potenciales del
problema estudiado para cualquier mallado. Al correr el programa

los resultados son:

p1 = 55.7141 p2 = 43.2142
p3 = 27.1428 ps = 79.6428
ps = 69.9999 P = 45.3571
p7 = 112.8571 ps = 111.7857
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Los resultados son iguales a los obtenidos con el método de
la matriz en banda, la Figura 6 muestra el potencial en forma

grafica.

Figura 6.

Potencial eléctrico en funcién de las coordenadas x y y

R A4

potencial eléctrico

3.3. Materiales y métodos

Los materiales utilizados son:
a) Equipos
v'1 medidor de potencial eléctrico
b) Instrumentos
v 1 placa de capacitor

v 1 fuente de alto voltaje 0-25KV
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c) Materiales

v esfera conductora de 4 cm de diametro

v' 1 varilla aislante

3.4. Muestra

Nuestra muestra en el caso particular es el siguiente problema con

valores en la frontera de Dirichlet:

o oV
T
8)(2 ayZ
V(x,0)=V, V(a,y)=V,

V(x,b)=V, V(0,y)=V,

0

Figura7.

Placas rectangulares Condicién de frontera

Vv

h=

Dieléctrico
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3.5 Técnicas de analisis

3.5.1 Algoritmo

El algoritmo implementado en MATLAB es el siguiente:

%
%

%
%

%
%
%
%

function

U=laplacel(funcion1,funcion2,funcion3,funcion4,a,b,h,t

ol,max1)

funcion1,funcion2,funcion3,funcion4 son las funciones en
el contorno,

almacenadas como cadenas de caracteres

ay b son los extremos superiores de los intervalos [0,a] y

h es el incremento

tol es la tolerancia

U es la matriz, aqui se almacena la solucion” numerica’
Inicializacion” de los parametros”y de U

n=fix(a/b)+1;

m=fix(b/h)+1;
ave=(a*(feval(‘funcion1’,0)+feval('funcion2’,0))...
+b*(feval(‘funcion3’,0)+feval('funcion4’,0)))/(2*a
+2*b);

U=ave*ones(n,m)

% Condiciones de contorno
U(1,1:m)=feval('funcion3’,0:h:(m-1)*h)";
U(n,1:m)=feval('funcion4’,0:h:(m-1)*h)’;
U(1:n,1)=feval('funcion1’,0:h:(n-1)*h)’;
U(1:n,m)=feval('funcion2’,0:h:(n-1)*h)’;
U(1,1)=U@,2)+U(,1)/2;
U(1,m)=U(1,m-1)+U(2,m))/2;
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U(n,1)=(U(n-1,1)+U(n,2))/2;
U(n,m)=(U(n-1,m)+U(n,m-1))/2;
% Parametro” de
sobrerelajacion’
w=4/(2+sqrt(4-

(cos(pi/(n-

1))+cos(pi/(m-

H)°2));

% Mejora de las aproximaciones err=1;
cnt=0;
while((err>tol)&&(cnt<=max1))
err=0; for j=2:m-1

fori=2:n-1
relx=w*(U(i,j+1)
+U(ij-
N+UG+1,j)+U(
-1,))-..
4*U(i,j))/4; U(i,j)=U(i,j)+relx; if (err<=abs(relx))
err=abs(relx); end

end
end cnt=cnt+1; end U=flipud(U’); mesh(U);

xlabel('eje x'); ylabel('eje y'); zlabel('Potencial
electrico’);’

Al ejecutar esta funcidon se obtiene la integracién de la
ecuacion de ondas (ecuacién hiperbodlica) que se muestra en la

Figura 8.
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Figura 8.

Ecuacion de ondas

Ecuacidn de ondas

3.5.2 Método iterativo

Consideremos la region rectangular de la figura 7. Asi, el

problema a solucionar es la ecuacion diferencial parcial:

2

Vz\/(x,y)z%v(x,y)zo
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Con 0<x<@a0<y <Db, sujeta a unas condiciones de frontera que

en general pueden darse por:
V(x,0) =f(x); V(x,b)=g(x)
V(y)=p(y):  V(ay)=a(y)

Figura 9.

Definicion de la regién plana rectangular para la Ecuacién de

Laplace
+
V=g(x)
b
V=p(y) V2V (x,y)=0| V=gq(y)
V=1(x) a ¥

Solucionar numéricamente la ecuacidon anterior por el
método GSR implica reemplazar las derivadas presentes en el

problema por sus correspondientes cocientes diferenciables.
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Sea la funcion V (x,y).al mantener fija y, la aproximacion de

la primera derivada de V respecto a x en el intervalo x,X £ AX, se
expresa como:

0 1
a_XV (X’y) i E(VX+AX,)/ _Vx—Ax,y)

Usando la mitad de los incrementos anteriores se puede conseguir

la aproximacion para la segunda derivada:

0 1
8x_2V (x,y)U (Ax)2 (Vx +AX,Y -2V, +V

X—=AX,y )

De igual manera se pueden obtener las aproximaciones para los
valores numéricos de las derivadas parciales respecto a .
Reemplazando en la ecuacion de Laplace y generalizando, se

obtiene:

1
(Ax)°

VAV (x,y) 0 (V . +V

x+axy — “Vxy X—Ax,y)

+ X,y -4y )

(Vx,y +Ay -2V, +V

2

(Ay)

Si se divide la region en intervalos Ax = Ay =g, la ecuacién toma la

forma:
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X+AX,y X,y +Ay X—AX,y X,y —Ay )

1
VA (x,y) 1 ?(v +Voyiny = Ny Vo ey +V
Lo que permite escribir la siguiente expresion:

X,y -Ay )

1
\% (X1y) 0 Z(Vx+Ax,y +Vx,y+Ay +Vx—Ax,y +V,

Que proporciona de manera aproximada el potencial
electrostatico en cualquier punto x,y dentro de la regién, el cual
esta determinado por el promedio de los valores en los cuatro

puntos adyacentes a lo largo de los respectivos ejes.

Una vez se hayan obtenido los primeros valores para la
rejilla, el proceso se repite tantas veces como sea necesario hasta
una Ultima iteracion en la cual las diferencias entre los valores
previamente calculados y los hallados, difieren menos que un valor

predeterminado.
3.6 Consideraciones finales del capitulo

Como se pudo observar, los métodos iterativos son
herramientas matematicas que se utilizan para resolver problemas
complejos y se basan en la utilizacion de algoritmos y calculos
numeéricos para aproximar soluciones a problemas que no pueden

ser resueltos de manera analitica. El software MAT LAB brinda la
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posibilidad de disminuir los tiempos de trabajo y las implicaciones
de aplicar un algoritmo que genera sistemas extensos de
ecuaciones en el que cualquier profesional por mas cuidadoso que
sea puede cometer errores inherentes a su condicion humana,
adicionalmente nos permite visualizar en unas hermosas formas
graficas las caracteristicas de la curvas que se logran de tan
complejas ecuaciones lo cual representa una excelente
oportunidad de visualizacion de un fendmeno que a simple vista

es imperceptible. Este software ayuda a ser tangible lo intangible.
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Capitulo

4

Aplicaciones

4.1 Introduccion al capitulo

El potencial electrostatico de una malla es una magnitud
que describe la energia potencial eléctrica por unidad de carga de
prueba asociada al campo eléctrico en una malla. Este se utiliza
para entender la distribucion de cargas eléctricas en una malla y
como interactian entre si. Los métodos numéricos, como el
método de las diferencias finitas, el método de elementos finitos,
el método de las cargas discretas y el método de las imagenes, se
utilizan para calcular el potencial electrostatico en una malla.
Ademas, el método de Gauss-Seidel por relajacion es una
modificacion del método de Gauss-Seidel que permite mejorar la
convergencia en el calculo del potencial electrostatico en una

malla.
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4.2 Aplicacion del Método GSR en una malla

En este apartado determinaremos la solucion mas proxima

de la ecuacién de Laplace en el rectangulo

R={(x,y):0<x<4,0<y<4}

Donde u(x, y) denota el potencial en un punto (x, y), los

valores en la frontera son:

u(x,y)=20v  u(x4)=180v
para O0<x<4

u(0,y)=80v  u(4,y)=0v
para O<y<4

Figura 9.
La malla de orden 5x 5

Uy 5= 180 Uy 5= 180 Uy 5= 180

ll|’4=80 L] ] e 115'4=0
Pq Pg Po
lll,3=80 . . . us ;=0

“l,2=80 3 ° ° . 115’2=O

Uy = 20 uy | =20 Uy = 20
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Al resolver con Matlab se obtiene los potenciales en los

puntos interiores de la malla, expresada en forma vectorial, son:
P = [p1p2 p3 pa ps ps p7 ps ps]’
P1=55.70, P, = 43.21, Pz = 27.14,
P4 = 79.64, Ps = 70.00, Ps = 45.35,
P7=112.5 Ps=111.78 y P9 = 84.28

Del método anterior se desprende una matriz en banda,
ahora vamos a mostrar un método iterativo para aproximar los
potenciales, a continuacién, la primera iteracion. Primero se

despeja para u;;j de la ecuacion:

ui, j =14[ui+1, j+ui—1, j+ui, j+1+ui, j—1]

Evaluando en p1:

1
Pp=U,, = Z [U3,2 +U,+U,;+ uz,l]

:%[O+80+0+20] =25
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Evaluando en p>

Figura 10.

1
P, =U;, = Z [U4,2 +Uy, +Us; + u3,1]

Sistema resultante

%[O+ 25+0+20] =11.25
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Evaluando pa:

1
P;=U,, = Z [Us,z +Uz, +U, 5+ u4,1]
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Evaluando pa4:

1
P, =U,5 = Z [U3,3 +U;+U,, + uz,z]

:%[O+80+O+25] =26.25
Evaluando ps:

1
Ps =U;5 = Z [U4,3 +U,s+Ug, + u3,2]

= %[O+ 26.25+0+11.25] =9.375

Evaluando pe:

1
Ps =Us3 = Z [U5,3 tU;;+U, .+ u4,2]

= %[O+ 9.375+0+7.81] =4.296
Evaluando p7:

1
P; =Uy,, = Z [U3,4 +U , +Uy 5+ uz,s]

%[0+80 +180+26.25] =71.56
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Evaluando ps:

1
Ps =U;, = Z [U4,4 +U,, T U5 + u3,3]

= %[O +71.56+180+9.375] =65.23

Evaluando po:

1
Pg =Uss = Z [U5,4 tU;, +U s+ u4,3]

_ %[o +65.23+180+4.296] = 62.38

Tras calcular pg se inicia la segunda iteracion en el primer nodo:

1
P, =U,, = Z [u3,2 +U, +Uy,; + uz,l]

- %[11.25+ 80+ 26.25+20] =34.37

Evaluando en p2:

1
P, =U;, = Z [U4,2 +U,, +Us; + u3,1]

= %[7.87 +34.37+9.375+20] =17.90
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Y asi sucesivamente
4.3 Analisis de los resultados

Los resultados obtenidos para las equipotenciales se

pueden apreciar en la Figura 11 para valores entre -5y 5V con un

intervalo de 0.5V.

Figura 11.

Condiciones linealmente variables.

2 x * « * = * - * 9
3 * . = . « = * * 8
4 % * * = « * x * 7
5 * * & *+ * % x % 6
6 t w x E * * P « 5
T * * * = * * * * 4
8 = * . * * * . « 3
9 * - - * x * = « 2
10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
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Figura 12.

Lineas equipotenciales de 1 a 10 V, para la configuracién mostrada

en la Figura 11.

1 2 3 4 W A e 9 10
7 ] R \ '\\
2 / \\ \\\‘ 9
% Nod
A\
- p o ™
-FJ/ ||' \\.\- \H\:*-« 7
5 L—— - \\_ ----_-'—-‘ 6
y N
—_—— ;
. o \.\ o e __-: i
g \H‘: IR R
\ \ / /"f |
8 // 4 P
? 4
NN
9 7 2
NN /17
10 9 8 7 6 5 3 3 2 1
Figura 13.
Condiciones Constantes.
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
5 B . x ™ - ™ » * -5
5 * « x * B * . « -5
5 » * * - ~ * “ - -5
5 . . . . « " * * -5
5 * - * - * . . - -3
3 . - * - - - - . -5
5 * * * * - - - . -5
3 - B * * * * * * -5
5) 5] 5 5 -5 -5 -5 -5 -5 -5
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Figura 14.
Lineas equipotenciales de -5 a +5 V, para las condiciones de

frontera mostradas en la Figura 13.

e
il
i

_:;/ ‘

‘!
l."lulll
,//./ /’/‘
7

HINT

-5
=S

-5

72




4.4 Consideraciones finales del capitulo

El presente capitulo se ha dedicado al modelado y célculo
del potencial electrostatico en una malla de 5x5 con el uso de
Matlab. Este software tiene analisis numérico es una herramienta
que permite analizar y visualizar datos, crear algoritmos
personalizados, simular sistemas complejos y desarrollar modelos

NUMEricos.

Asimismo, durante todo el avance de este material, se
puede observar cobmo se puede desarrollar un algoritmo para la
visualizacion del potencial electrostatico en dos dimensiones con
la aplicacion del Método GSR. La visualizacion de datos es un
proceso fundamental para convertirlos en representaciones
graficas e identificar patrones y tendencias, incluso valores

atipicos.

Ahora bien, en cuanto a las graficas obtenidas,
correspondiente a las Figuras 11 a la 14, se indica a continuacién la
importancia de la representacion en el plano de las lineas

potenciales y la presencia de los nodos de forma detallada:
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En la Figura 11, se proporciona la base para la distribucion
del potencial eléctrico en la region estudiada. La informacion
obtenida de estos puntos permite trazar las lineas equipotenciales
que muestran como varia el potencial eléctrico en el espacio. Las
condiciones linealmente variables indican una distribucion

uniforme y predecible del potencial a lo largo de la cuadricula.

En la Figura 12, las lineas equipotenciales estan mas juntas
en las regiones cerca del centro y las esquinas, lo que indica que
el campo eléctrico es mas fuerte en estas areas. En las zonas
donde las lineas estan mas separadas, el campo eléctrico es mas
débil. El gradiente de potencial es mayor donde las lineas estan
mas juntas. Esto significa que el cambio en el potencial eléctrico

por unidad de distancia es mas grande en estas areas.

En la Figura 13 se representa una cuadricula de puntos con
potenciales constantes. Esto sugiere que las condiciones de
borde estan fijadas en 5V y -5V en las partes superior e inferior

de la cuadricula, respectivamente.

En la Figura 14, las lineas equipotenciales tienden a curvarse

hacia la region de mayor potencial, indicando la direccion del
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campo eléctrico que va desde las regiones de mayor potencial (+5
V) hacia las de menor potencial (-5 V). La alta densidad de lineas
equipotenciales en las esquinas superior derecha e inferior
izquierda indica un campo eléctrico mas intenso en estas areas. El
campo eléctrico es mas débil en la region central y mas intenso

donde las lineas estan mas juntas.

Conclusion general:

Las condiciones de borde (linealmente variables versus
constantes) afectan significativamente la distribucion de las lineas
equipotenciales y, por lo tanto, el comportamiento del campo
eléctrico en el area de estudio. En condiciones constantes las lineas
equipotenciales son mas curvas y concentradas en ciertas areas
que cuando las condiciones son linealmente variables. Sin
embargo, las condiciones constantes son Utiles para aplicaciones
donde se requiere mantener potenciales constantes en los bordes,

como en ciertos dispositivos electronicos.
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Anexos

Se incluye el Codigo Matlab que se ha utilizado para generar

las graficas

function
U=laplacel(funcion1,funcion2,funcion3,funcion4,a,b,h,tol,max1)
% Datos
%funcion1,funcion2,funcion3,funcion4 son las funciones en
el contorno,
%almacenadas como cadenas de caracteres
%ay b son los extremos superiores de los intervalos [0,a] y
[0,b]
%h es el incremento
%tol es la tolerancia
%U es la matriz, aqui se almacena la solucion” numerica’
% Inicializacion” de los parametros”y de U
n=fix(a/b)+1;
m=fix(b/h)+1;
ave=(a*(feval(‘funcion1’,0)+feval('funcion2’,0))...
+b*(feval(‘funcion3’,0)+feval(‘funcion4’,0)))/(2*a+2*b);
U=ave*ones(n,m)
% Condiciones de contorno
U(1,1:m)=feval('funcion3’,0:h:(m-1)*h)’;
U(n,1:m)=feval('funcion4’,0:h:(m-1)*h)’;
U(1:n,1)=feval('funcion1’,0:h:(n-1)*h)’;
U(1:n,m)=feval('funcion2’,0:h:(n-1)*h)’;
U@1,1)=U(@,2)+U2,1))/2;
U(1,m)=U(1,m-1)+U(2,m))/2;
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Un,1)=U(n-1,1)+U(n,2))/2;
U(n,m)=(U(n-1,m)+U(n,m-1))/2;

% Parametro” de
sobrerelajacion’
w=4/(2+sqrt(4-(cos(pi/(n-
1))+cos(pi/(m-1)))"2));

%Mejora
de las
aproximaci
ones err=T1;
cnt=0;
while((err>tol)&&(cnt<=max1))
err=0; for
j=2:m-1
for i=2:n-1
relx=w*(U(i,j+1)+U(ij-
N+U@+1,j)+U(i-1,))...

-4*U(i,)))/4;
UGi,j)=U(,j)+relx; if
(err<=abs(relx))
err=abs(relx); end

end

end cnt=cnt+1; end
U=flipud(U’); mesh(U);
xlabel('eje x'); ylabel('eje y");
zlabel('Potencial electrico’);’




Programa 2

%SOLUCION DE LA ECUACION DE POISSON POR METODO DE
SOBRERELAJACION

%Vxx+Vyy=G

%USO DEL METODO DE SOBRERELAJACION

%Nx : Numero de intervalos a lo largo del gje x

%Ny : Numero de intervalos a lo largo del eje y

%AXB : DIMENSION DE LA REGION SOLUCION

%V(l,J) : POTENCIAL EN LOS PUNTOS DE RED (X,Y)=H*(l,J)

% DONDE I=0,1,..,Nx, J=0,1,...Ny

%H :Tamano de la malla

%ESPECIFICAR LAS CONDICIONES FRONTERA Y PARAMETROS
NECESARIO

A=1,B=1,

V1=0;,V2=10;V3=20;V4=-10;

NX=20; % 4 12 20

NY=NX;

H=A/NX;

% Configuracion” inicial de los valores fijos

for 1I=1:NX-1

forJ=1:NY-1

VI+1J+1)=(V1 + V2 + V3 + V4)/4.0;
end
end
% Establecer los potenciales en los nodos fijos
for | = 1T:NX-1
V(I+1,1)=VT,
V(I+1,NY+1)=V3;
end
for J=1:NY-1




V(1,J+1)=V4;
V(NX+1,J+1)=V2;
end
V(1,1)=(V1+V4)/2.0;
V(NX+1,1)=(V1+V2)/2.0;
V(1,NY+1)=(V3+V4)/2.0;
V(NX+1,NY+1)=(V2+V3)/2.0;

% ENCONTRAR EL FACTOR OPTIMO DE SOBRE RELAJACION

T = cos(pi/NX) + cos(pi/NY);

W = (8 - sqrt(64-16*T°2))/(T"2);
disp(['SOR Factor Omega = ',num2str(W)])
W4=W/4;

%COMIENZA LA
%ITERACION NCOUNT
=0;
loop=1;
while loop == 1;

RMIN = 0;

for I =1:NX-1

X =H*;

for J = 1:NY-1
Y = H*J;
G = -36.0*pi*X*(Y-1.0);
R=W4*\V(I+2J+1) + V(I J+1) + V(I+1,J+2) +
V(+1,))
- 4.0*V(+1,J+1)
- - G*H*H); RMIN = RMIN + abs(R);
V(I+1J+1) = V(I+1J+1) +
R; end




end
RMIN = RMIN/(NX*NY);
if (RMIN>=0.0001)
NCOUNT = NCOUNT + 1;
if (NCOUNT>100)
loop = 0;

disp ('LA SOLUCION NO CONVERGE DESPUES DE 100
INTERACIONES')

end
else
%CUANDO RMIN SEA MENOR QUE 0.0001 Y
LA SOLUCION ESTE CONVERGIENDO loop = 0;
disp([LA  SOLUCION CONVERGE EN
,num2str(NCOUNT), ‘iteraciones’]) disp(['h =
", num?2str(H)])
end
end
Vnum =V,
% GRABACION DE LOS PUNTOS ORIGINALES A TRAVES DE i
abc = zeros(1,9);
a_tic=1;
vec = [0:H:1];
forii = .25:.25:.75
for jj = .25:.25:.75
xind = find(vec==ii);
yind = find(vec==jj);
% disp([xind,yind])
abc(a_tic) = Vnum(xind,yind);
a_tic=a_tic+ 1;
end




end

%SALIDA DE RESULTADOS
APROXIMADOS ~ POR  DIFERENCIAS
FINITAS  %---nnmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmeee

%CALCULO DE LA SOLUCION EXACTA

%

%SOLUCION MEDIANTE EXPANSION DE SERIES DE LA
ECUACION DE POISSON CON

%CONDICIONES DE FRONTERA HOMOGENEAS

%
for | = 1:NX-1
X = H*|;
forJ = 1:NY-1
Y = H*J;
SUM = 0;
for M = 110 % TOMANDO
SOLAMENTE 10 TERMINOS DE
LA SERIE FM = M;

for N = 1:10
FN = N;
FACTOR1 = (FM*pi/A)"2 + (FN*pi/B)"2;
FACTOR2 = ( (-

1)"(M+N))*144*A*B/(pi*FM*FN);
FACTOR3 = 1-(1-(-1)"N)/B;
FACTOR = FACTOR2*FACTOR3/FACTORT;

SUM = SUM +
FACTOR*sin(FM*pi*X/A)*sin(FN*pi*Y/B);




end

end

VH = SUM;

C1=4*V1/pi;
C2=4*V2/pi;
C3=4*V3/pi;
C4=4*V4/pi;

SUM=0;
for K = 1:10 % TOMANDO LOS

PROMEROS 10 TERMINOS DE LA
SERIE N=2*K-1;
AN=N;
A1=sin(AN*pi*X/B);
A2=sin(AN*pi*(A-Y)/B);
A3=sinh(AN*pi*A/B);
TERM1=C1*A1*A2/A3;
B1=sinh(AN*pi*X/A);
B2=sin(AN*pi*Y/A);
B3=AN*sinh(AN*pi*B/A);
TERM2=C2*B1*B2/B3;
D1=sin(AN*pi*X/B);
D2=sinh(AN*pi*Y/B);
D3=AN*sinh(AN*pi*A/B);
TERM3=C3*D1*D2/D3;
E1=sinh(AN*pi*(B-X)/A);
E2=sin(AN*pi*Y/A);
E3=AN*sinh(AN*pi*B/A);
TERM4=C4*E1*E2/E3;
TERM = TERM1+TERM2+TERM3+TERM4;




SUM=SUM + TERM,;

end
VI = SUM;
Vexact(l+1,J+1) = VH + VI;
end
end

%Grabando los puntos originales a traves de i

abc2 = zeros(1,9);

a_tic=1;

vec = [O:H:1];

forii = .25:.25:.75

for jj = .25:.25..75

xind = find(vec==ii);
yind = find(vec==j));
% disp([xind,yind])
abc2(a_tic) = Vexact(xind,yind);
a_tic=atic+ 1;

end
end
figure(1),
imagesc(flipud(Vnum")),
colorbar
ylabel('y"), xlabel('x")

title(EJEMPLO  DE LA ECUACION DE POISSON’)

format short g
disp(’ numerico  exacto’)
disp([abc’ abc2')




Programa 3

96**********************************************************

%Usando el metodo” de diferencias finitas
%Este programa calcula la impedancia de caracteristicas’

%de una linea de transmision”
96****************************************

*hkkkkkkhkhkhkhkhkikhkikhkikx

clear all; format compact;
%Salidas:

% H NT Z0
%

% 0.25 700 49.05
% 0.1 500 58.074
% 0.05 500 65.817
% 0.05 700 63.103
% 0.05 1000 61.53

H=0.1;

NT = 500;
A=25B=25D=05W=1.0;
ER = 2.35;

EO = 8.81E-12;
U = 3.0E+8§;
NX = A/H;

NY = B/H;

ND = D/H;
NW = W/H;
VD = 100.0;




%Calcular la carga

cony sin

dielectrico” ERR =

1.0;

for L= 1:2 E1=EQ; E2=EO*ERR;
%lnicializacion’

V = zeros(NX+2,NY+2);

%Establecer potencial en el conductor interno
(nodos fijos) igual a vd V(2:NW+2,ND+2) = VD;

%Calcular potencial en los nodos libres
P1=E1/(2*(E1+E2));
P2=E2/(2*(E1+E2));
for K=1:NT

for 1=0: NX-1
for J=0:NY-1
if (J==ND)&&(I<=NW))

%no hacer nada elseif(J==ND)

%lmponer condiciones de
contorno en la interfaz
V(+2,J+2) = 0.25*(V(1+3,J+2)

+ V(I+1,J+2)) +...
P1*V(1+2,J)+3) + P2*V(1+2,J+1);
elseif(I==0)

% Imponer condiciones de simetria” a lo
largo del eje y V(1+2,J+2) =
2*V(1+3,)J+2) + V(1+2,)+3) +
V(I+2,)+1))/4.0;

elseif(J==0)




% Imponer condiciones de simetria” a lo
largo del eje X V(1+2,J+2) = (V(1+3,J+2)
+ V(1+2,J+2) + 2*V(1+2,J+3))/4.0; else
V(I+2,)+2) = (V(I+3,J+2) + V(I+1,)+2) +
V(I+2,)+3) + V(1+2,)+1))/4.0; end
end
end
%Animation of calculation
%figure(1), imagesc(v),
colorbar title([num2str(k),’/’,num2str(NT)])
%drawnow
end
%Ahora calcula la carga total encerrada en A
%Trazado rectangular que rodea
el conductor interno IOUT =
round((NX+NW)/2);
JOUT = round((NY+ND)/2);
%Potencial de suma en los bucles
internos y externos for k=
1:2
SUM= ET*sum(V(3:I0UT+1,JOUT+2))...
+E1*V(2,JOUT+2)/
2 + E2*V(IOUT+2,2)/2;
for J=1:JOUT-1
if( J<ND)
SUM=SUM + E2*V(IOUT+2,J+2);
elseifJ==ND)
SUM=SUM +(ET+E2)*V(IOUT+2,J+2)/2;
else
SUM= SUM + E1*V(IOUT+2,J+2);
end

end




if K==
SV(1) = SUM;
end
IOUT= IOUT-T1;
JOUT=JOUT-T;
end
SUM=SUM + 2.0*E1*V(IOUT+2,JOUT+2); SV(2)=SUM,;
Q(L)= abs(SV(1)-SV(2)); ERR= ER;
end
%Finalmente calcular Z0 CO= 4.0*Q(1)/VD;
C1=4.0*Q(2)/VD; Z0=1.0/(U*sqrt(CO*C1));

disp([H,NT,Z0])
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