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?ro’@o

En el corazdn de la ingenieria reside el poder de las matematicas, y entre
las herramientas mateméticas méas esenciales se encuentran las
ecuaciones diferenciales. Estas, cual pinceles matematicos, nos
permiten capturar y describir el comportamiento de una gran variedad
de fendmenos fisicos y sistemas dinamicos que son fundamentales para

el desarrollo tecnoldgico y el progreso de la humanidad.

El libro "Ecuaciones Diferenciales Aplicadas a la Ingenieria” nace con
el proposito de ser una guia accesible y rigurosa para que los estudiantes
de ingenieria se adentren en el fascinante mundo de estas ecuaciones y

descubran su amplia gama de aplicaciones en el campo de su formacion.

A lo largo de esta obra, nos embarcaremos en un viaje a través de los
conceptos y métodos fundamentales para resolver ecuaciones
diferenciales de diversos tipos, desde las mas simples hasta las mas
complejas. Exploraremos las técnicas para encontrar soluciones
analiticas y numéricas, comprenderemos el comportamiento cualitativo
de los sistemas dinamicos y aplicaremos estas herramientas a problemas

reales de ingenieria.
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Este libro estd disefiado para estudiantes de pregrado en carreras de
ingenieria, especialmente aquellas como mecénica, eléctrica, industrial,
quimica y otras areas relacionadas. Sin embargo, también puede ser util
para profesionales de la ingenieria que deseen refrescar sus
conocimientos de ecuaciones diferenciales o aprender sobre nuevos

avances en el campo.

En el desarrollo de esta obra, hemos procurado un enfoque pedagogico
que equilibre el rigor matematico con la claridad y accesibilidad en la
exposicion de los conceptos. Cada capitulo presenta los fundamentos
tedricos de manera clara y concisa, complementados con ejemplos
practicos y problemas resueltos que ilustran la aplicacion de las

ecuaciones diferenciales a situaciones reales de ingenieria.

Asimismo se incluyen diagramas, figuras y tablas que ayudan a
visualizar los conceptos y facilitan la comprension de los procesos
matematicos. Al final de cada capitulo, se presentan referencias
bibliogréficas y recursos adicionales para que los estudiantes puedan

profundizar en los temas de interés.

"Ecuaciones Diferenciales Aplicadas a la Ingenieria" no es solo un libro
de texto, sino también una invitacion a explorar el poder de las
matematicas para comprender y modelar el mundo que nos rodea. A
través del estudio de estas ecuaciones, los estudiantes de ingenieria

adquiriran las herramientas necesarias para analizar, disefiar y resolver
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problemas complejos en diversos campos de la ingenieria,
contribuyendo asi al desarrollo tecnoldgico y al bienestar de la sociedad.

Esperamos que este libro sea un compariero invaluable en el camino de
aprendizaje de los futuros ingenieros, inspirandolos a descubrir las
maravillas que se esconden en el lenguaje de las ecuaciones

diferenciales.

iBienvenidos al apasionante mundo de las ecuaciones diferenciales
aplicadas a la ingenieria!

18




Presentacion

Descubriendo el poder de las matematicas para modelar el mundo

de la ingenieria.

Las ecuaciones diferenciales constituyen una herramienta fundamental
en el arsenal matematico de la ingenieria. Como pinceles que dibujan la
esencia del mundo fisico, estas ecuaciones nos brindan la capacidad de
capturar y describir el comportamiento de una vasta gama de fendbmenos
y sistemas dindmicos. Su dominio resulta fundamental para el avance

tecnoldgico y el progreso de la humanidad.

Con el propésito de convertirse en una guia accesible y rigurosa para los
estudiantes de ingenieria, el libro "Ecuaciones Diferenciales Aplicadas
a la Ingenieria" los invita a sumergirse en el fascinante mundo de estas
ecuaciones y descubrir su amplio abanico de aplicaciones en el campo

de su formacion.
¢A quién esta dirigido este libro?
Este libro esta disefiado principalmente para estudiantes de pregrado en

carreras de ingenieria, especialmente aquellas como ingenieria

mecanica, ingenieria eléctrica, ingenieria industrial, ingenieria quimica
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y otras &reas relacionadas. Sin embargo, también puede ser Gtil para
profesionales de la ingenieria que deseen refrescar sus conocimientos de

ecuaciones diferenciales o aprender sobre nuevos avances en el campo.

¢ Qué encontrara en este libro?

En este recorrido intelectual, nos adentraremos en los conceptos y
métodos esenciales para resolver ecuaciones diferenciales de todo tipo,
desde las més bésicas hasta las més desafiantes. Desarrollaremos las
técnicas para hallar soluciones tanto analiticas como numeéricas,
comprenderemos el comportamiento cualitativo de los sistemas
dindmicos y aplicaremos estas herramientas a problemas reales de

ingenieria.

Contenidos principales

Fundamentos de ecuaciones diferenciales: se introducen los conceptos
basicos de ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden,
incluyendo ecuaciones lineales y no lineales, homogéneas y no

homogéneas.

Métodos de solucion analitica: se presentan técnicas para encontrar
soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales de primer y segundo
orden, incluyendo el método de separacion de variables, el método de la

factorizacion y el método de Laplace.
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Métodos numéricos: se introducen métodos numéricos para la solucién
aproximada de ecuaciones diferenciales, incluyendo el método de Euler
explicito, el método de Runge-Kutta y el método de los pasos

diferenciales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales: se analizan métodos para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden, incluyendo el

método de eliminacion y el método de las variables dependientes.

Aplicaciones de ecuaciones diferenciales en ingenieria: se exploran
diversas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en el campo de la
ingenieria, como el analisis de circuitos eléctricos, el estudio de sistemas
mecénicos, el modelado de fendmenos de transferencia de calor y el

analisis de sistemas dinamicos complejos.

Caracteristicas del libro

Lenguaje claro y conciso: el libro estd escrito en un lenguaje claro y

conciso, evitando tecnicismos excesivos que dificulten su comprension.

Ejemplos préacticos: se incluyen numerosos ejemplos practicos y
problemas resueltos para ilustrar los conceptos y métodos de las
ecuaciones diferenciales y facilitar su aplicacion a situaciones reales de

ingenieria.
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Diagramas y figuras: el libro esta ilustrado con abundantes diagramas y
figuras que ayudan a visualizar los conceptos y procesos matematicos.

Recursos adicionales: al final de cada capitulo se incluyen recursos
adicionales para que los estudiantes puedan profundizar en los temas de

interés.

"Ecuaciones Diferenciales Aplicadas a la Ingenieria” es una herramienta
invaluable para los estudiantes de ingenieria que buscan comprender los
fundamentos de las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones el campo
de la ingenieria. El libro ofrece una introduccion solida a esta disciplina
esencial, proporcionando a los estudiantes las bases necesarias para

avanzar en sus estudios y futuras carreras profesionales.
jAdéntrate en el apasionante mundo de las ecuaciones

diferenciales y descubre su poder para modelar el mundo de la

ingenieria!
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Introduccion

El libro "Ecuaciones Diferenciales Aplicadas a la Ingenieria” nace con
el proposito de ser una guia accesible y rigurosa para que los estudiantes
de ingenieria se adentren en el fascinante mundo de estas ecuaciones y

descubran su amplia gama de aplicaciones en el campo de su formacién.

A lo largo de esta obra, nos embarcaremos en un viaje a través de los
conceptos y métodos fundamentales para resolver ecuaciones
diferenciales de diversos tipos, desde las mas simples hasta las méas
complejas. Exploraremos las técnicas para encontrar soluciones
analiticas y numeéricas, comprenderemos el comportamiento cualitativo
de los sistemas dinamicos y aplicaremos estas herramientas a problemas

reales de ingenieria.
Estructura del libro
Este libro esta organizado en cuatro capitulos principales, cada uno de

ellos dedicado a un tema fundamental en el estudio de las ecuaciones

diferenciales:
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Capitulo I: Ecuaciones diferenciales de primer orden

En este capitulo se introducen los conceptos basicos de las ecuaciones
diferenciales de primer orden, incluyendo ecuaciones lineales y no
lineales, homogéneas y no homogéneas. Se presentan técnicas para
encontrar soluciones analiticas de estas ecuaciones, como el método de

separacion de variables y el método del factor integrante.

Capitulo I1: Ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden

Este capitulo amplia el estudio de las ecuaciones diferenciales al
analizar ecuaciones de orden superior a uno. Se introducen métodos para
encontrar soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, como el método de la factorizacion y el método de las raices

caracteristicas.

Capitulo I11: Sistemas de ecuaciones

En este capitulo se aborda el estudio de sistemas de ecuaciones
diferenciales, un conjunto de dos o0 méas ecuaciones diferenciales que se
relacionan entre si. Se presentan métodos para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales de primer orden, como el método de

eliminacién y el método de las variables dependientes.
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Capitulo 1V: Transformada de Laplace y series de Fourier

Este capitulo introduce herramientas matematicas avanzadas para el
estudio de ecuaciones diferenciales, como la transformada de Laplace y
las series de Fourier. En el primer caso se utiliza para convertir
ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas méas simples, en el
segundo caso se utilizan para representar funciones periddicas y analizar

su comportamiento en el tiempo.

Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en ingenieria

A lo largo del libro, se exploran diversas aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales en el campo de la ingenieria. Se presentan ejemplos
concretos de cdmo estas ecuaciones se utilizan para modelar fenémenos
fisicos, analizar sistemas dinamicos y disefiar soluciones ingenieriles en
areas como la electronica, la mecanica, la termodinamica y la quimica.

"Ecuaciones Diferenciales Aplicadas a la Ingenieria" es una herramienta
invaluable para los estudiantes de ingenieria que buscan comprender los
fundamentos de las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones en el
campo de la ingenieria. El libro ofrece una introduccion sélida a esta
disciplina esencial, proporcionando a los estudiantes las bases

necesarias para avanzar en sus estudios y futuras carreras profesionales.
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CAPITULO 1

EDO de primer orden




Capitulo

1. EDO de Primer Orden

1.1. Ecuaciones Diferenciales

El origen del concepto de ecuaciones diferenciales se remonta al siglo
XVII, con las obras pioneras de Isaac Newton y Gottfried Wilhelm
Leibniz, quienes independientemente sentaron las bases del célculo
infinitesimal. Newton, en su obra "Principia Mathematica" (1687),
utilizé las EDs para describir el movimiento de los planetas y otros
objetos celestes. Leibniz, por su parte, desarroll6 un sistema de notacion
para las derivadas y las integrales, herramientas esenciales para el
estudio y resolucion de EDs. Desde entonces, las EDs han
experimentado un desarrollo continuo y han encontrado aplicaciones en

una amplia gama de disciplinas, incluyendo:

e Fisica: modelado del movimiento de objetos, flujo de fluidos,
transferencia de calor, propagacién de ondas, etc.

e Ingenieria: disefio de estructuras, sistemas de control, circuitos
electronicos, procesos quimicos, etc.

e Biologia: estudio de poblaciones, modelos de crecimiento,

procesos fisiologicos, etc.
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e Economia: modelizacion de mercados financieros, dindmica de

precios, teoria del crecimiento econémico, etc.
Introduccion-Generalidades

Tomando como ejemplo una ecuacion comin: x?+x+1 =0,
sabemos que se debe hallar el valor de x; y x, Yya sea mediante
factorizacion o utilizando cualquier método, para asi obtener la igual de
0 = 0. Enel caso de las ecuaciones diferenciales va a ser practicamente
lo mismo a diferencia que se tendran otros términos con derivadas,
ademas ya se incluiran variables, recordando que cuando se tiene una
funcién se tiene una variable dependiente que es aquella que se
encuentra en el numerador y otra independiente que es la que se

encuentra en el denominador, por ejemplo:

0.1x2

y=e
y' = 0.2x(e%*)

y' = 0.2xy
dy
—=0.2
dx Xy

“Nota: la pregunta que se debe realizar al momento de resolver este

tipo de ecuaciones es: ;Cudl es la funcion “y” que al reemplazar en la

funcion satisfaga la igualdad?”
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Definicién: una Ecuacion Diferencial (ED) es una ecuacion matematica
que establece una relacion entre una o mas funciones desconocidas y sus
derivadas de cualquier orden con respecto a una o mas variables

independientes. (Paye & Paye, 2020).

Figura 1

Definicién de una Ecuacién Diferencial (ED)

|

ORDEN LINEALIDAD

1.2. Tipos de ED

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)

Si una ecuacion contiene solo derivadas de una o mas variables

dependientes respecto a una sola variable.
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Ecuacion Diferencial Parcial (EDP)

Una ecuacidén que involucre derivadas parciales de una o0 méas variables

dependientes y de dos 0 méas variables independientes (Ross, 2021).

%y  0%u
—+—=0
dx?  0y?
0°u 0%u _du
ax2 dt ot
du _ Ju
dy T ox
1.3. Orden de las ED

El orden esta dado por la mayor derivada de la ecuacion (Ross, 2021).

d3z d?*z
—+—+4+3zx =0, es de 3¢"orden
dx dx
d*u d*u
—+— =€, es de 4%°orden
dy dy

d2u\’  du p
T +E= e’, es de 2%°orden

1.4. Linealidad de las ED

Es lineal si todos sus términos son lineales con respecto a la variable

dependiente y sus derivadas, en caso contrario es no lineal (Plaat, 2021).
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d3 d? d
d_x)zl_ d—x)21+8d—1+x2y=ex, Si es Lineal

d? d
d_szl_(y_ 1)%4—3"31: , No es Lineal
d3

d_tz + log(x + 3y) = 9x, No es Lineal

d3y . .
53 + 3y *log(x) = 9x, Si es Lineal

1.5. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Homogéneas

Si no contiene términos que dependan Unicamente de su variable

independiente, caso contrario es no homogénea (Luna-Fox et al., 2024).

No Homogéneas

d3 d? d
d_}g+2d_x}2]+d—3:=xy, Homogénea

ﬁ-i_ W-I-a: xe”, No Homogénea
dy .
o + 2xY =0, Homogénea
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Ejemplo
N

Tabla 1
Ejemplos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias homogéneas y no
homogéneas
ECUACION VD | VI | EDO/EDP | L | ORDEN | H-
NH
d’x . dx dx |x |t |EDO NL | 2 H
ez +t a + XtE
= xt
d3x  d?x x |y |EDO NL | 3 NH
a3 Ty
2y
dy

1.6. Métodos de solucién de las EDO

Una ecuacién ordinaria de primer orden siempre se representara como:
d . .
y'=F(x,y) o ﬁ = F(x,y), que es una funcion que dependera de

ambas variables tanto de la dependiente como de la independiente
(Plaat, 2021).
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Primer método: variables separables

Existe un patron para diferenciar si la ecuacion se puede resolver
mediante variables separables y es cuando a una derivada se la pueda
representar como una multiplicacion de dos funciones una debe
depender de la variable dependiente y la otra funcion dependera de la

variable independiente (Ross, 2021).

y' =f)*xg(x)

dy_
a—f(y)*g(x)

Ejemplos
@ _y9
dx  x+2
y' = fx)*g()
=() o9
Y= X+ 2 Y
dy 1
RCAN P -9
dx (x+2)(y )
dy__ _dx Variables Separabl
-9 x12’ ariables Separables
j‘ dy _f dx
y—9 Jx+2
Inly—9|+C, =In|x+ 2|+ C, , Forma Implicita

lnly_9| =ll’1|x+2| +C2_C1
Inly—9|=In|x+2|+C
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elnly—9| — eln|x+2|eC

y—9=(x+2)C
y=Cx+2)+9, Explicita (Familia de Exactas)

La Ecuacidn Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica de separacion de variables, lo que ha conducido a

una forma lineal de la ecuacién como solucion.

dy _ 2x+5
dx y-1

Z_ic]= (2x +5) (y_il)

f(y —1dy = f(Zx + 5)dx Variables Serapadas

2

)/7 —y=x2+4+5x+C, Implicita

y? =2y =2x% 4+ 10x + 2C
y2—=2y+1=2x>+10x+C+1
(y—1)?2=2x2+10x+C

y=+2x2+10x+C+1, Exacta
La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto

mediante la técnica de separacion de variables, lo que ha conducido a

una forma lineal de la ecuacidon como solucién.
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ay _y

dx  x
dy dx ,
f7 :fY Variales Separadas

In|ly| = —In|x| + C

=x"1C

, Exacta

y
_c
Y= X

La Ecuacién Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica de separacion de variables, lo que ha conducido a

una forma lineal de la ecuacién como solucién.

e (14+y3»dx+xydy=0
dy
1+ y? ==
A +y)+xy-—=0

dx y dy )
— = f —— Variales Separadas
X 1+ y?

1
In|x| + C = —Elnll + y?|

1
xC=1+y*)2
1

N

1
\/1+y2=a
w/1+yz=g

) C
1+y ZF

Cx =
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yz_x—z—l
C
y=+=% F_l

ZC 1
X =
1+ y?
C
1+y2=F
C
y=|z"1

La Ecuacion Diferencial de primer orden se ha resuelto mediante la
técnica de separacion de variables, lo que ha conducido a una forma no

lineal de la ecuacion como solucion.

e e VA+yH)=1

dy
V(1+=)=1
<+dx>
dy
1+-—==¢v
+dx e
dy
L —ev -1
dx €
dy
ey—l_dx
Y__ (4 Y_l=u:e¥dy=d
1 X, e =u: e’dy=du
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[avm- [

In(e? -1)—y=x+C
La Ecuacidn Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto

mediante la técnica de separacion de variables, lo que ha conducido a

una forma no lineal de la ecuacidon como solucion.
1.7. Segundo método: reducibles a variables separables

Existen 3 formas de presentar una ecuacién y la cual se puede adaptar a
la condicion del primer método para asi resolver por Variables

Separables.

Formal
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Forma 2

y' = f(ax + by +¢)
z=ax+by+c

dz dy
AR
dz
dy _ g5~
dx b
dz _
L = £(2)
Z—i=bf(z)+a
dex
bf(z) +a
Forma 3
;L X
v =1 ;)
Z =Xy
Z
Y =5
dz
dy gxX—7
dx  x?
Y= @
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Ejemplos
- A

. dy—y—x—1+(x y+2)1

dy 1
= - -1+x-y+2)

z=x-—y Forma?2

dz dy

& dx

dy _, _ds

dx dx

1—E=—z—1+(z+2)‘1
dx
dz

dz z?+2z+2z+4-1
a= zZ+ 2
dz z?>+4z+3
%z zZ+2

j z+2 d Jd
z2+4z+3 Z= X

In|z? + 4z + 3|
2

Invz2+4z+3=x+C
Vz2+4z+ 3 =e*C

724+ 4743 =e%C

=x+C
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Z2+4z+3+1=e?*C+1
z2+4z+4=e*C+1

Jz+2)2=e2*C+1
Z+2=\/m
z=+e*C+1-2

x—yzm—z

y =2 T T 4x

La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica de reducibles a variables separables de la segunda

forma, lo que ha conducido a una forma no lineal de la ecuacion como

solucion.
o I _X7¥
dx x+y
dy_1 X
dx 142
y
z=; y=2zx Formal
dy dz
E—Z‘F.Xa
N dz_l—z
d xdx_1+z
dz_l—z
xdx_1+z d
dz 1—z—z-—27°
X — =
dx 14z

40




dz_l—ZZ—z2
xdx_ 1+z
1+2z _dx

1—2z—22 x
f 1+2z dx

1—2z—2z22 Z= x
In|z? + 2z — 1|
2

=—In|x| +C

1
In|z? +2z—1]Z2=In|x|"1 + C

(Z2+ZZ—1)%=X_1C
z2+2z—-1=x"%C
22 +2z—-14+2=x"%C+2
z2+4+2z+1=x"2C+2

JE+1D2=x2C +2
z+1=+x2C+2
z=+yx2C+2-1
%_m—1
y=xJx2C+2-x

La Ecuacién Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto

mediante la técnica de reducibles a variables separables de la primera

forma, lo que ha conducido a una forma no lineal de la ecuacién como
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1+ x%y?)y + (xy — l)zxZ—z =0

z
Z=Xxy y = o Tercera Forma
dz
dy _dx Y
dx X
E—y
1+z3)y+(z—-1)%x (dxx =0

1+z)y+(z- 1)2x(

Q..Q..

Rl\l
‘<

—
I

0
dz
(1+22) +(z - 1)%x (d— 0

R

Nll\l

~——
Il

R Y S R L
x x ¥ dx x

3

—+—+(Z—1)2——(Z —22+1)—=
z 73 dz z3 2z% =z
—+—+(z—1)2———+———=0
X X X
( 1)2dz 222_0
z dx x
( 1)2dz_ 272
z dx  x
—1)? d
(z )dzz_ dx
x
—1)2 d
J(Z )dz——Z ad
x
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1
z—21n|z|—;=—21n|x|+C

1
xy — 2In|xy| — E =—2In|x|+C

La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica de reducibles a variables separables de la tercera
forma, lo que ha conducido a una forma no lineal de la ecuacion como

solucioén.
1.8. Ecuaciones homogéneas

Introduccion

Una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) de primer orden se
considera homogeénea si todos sus términos no dependen explicitamente
de la variable independiente x, la manera en la que se puede reconocer
una Ecuacion Diferencial para poder resolverla por el método de una

ecuacion homogénea es cuando y' = f(x, y) se la puede representar de

la siguiente manera y' = f (%) oy' =f (g) , de esta manera se podra

aplicar el método de Variables Separables (Ross, 2021).

43




Ejemplos

¢ (x—y)dx+xdy=0

dy
(x—y)+xa—0

dy y—x
dx  «x
dy 'y
—Z =2_1
dx x

dx
(0= [
X

z=—In|x|+C
Y- —In|x| +C
x

y = x(—1In|x| + C)
La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto

mediante la técnica Ecuaciones Diferenciales Homogéneas, lo que ha

conducido a una forma no lineal de la ecuacién como solucién.
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o [(xy)+y?+x%]dx—x%dy =0

dy
2 21 _ 227 _
[(xy) +y“ +x°] —x e 0

dy xy+y?+x°
dx x?
dy ¥y  (YV
-t
ZZX y = 2zx
X
dy dz
a:Z-i‘Xa
5 dz
z+z+1=z4+x—
dx
dz _dx

z2+1 «x

] dz B dx

z2+1 ) x

tan"(z) = In(x) + C
z = tan(In|x| + C)

= tan(In|x| + C)

R

y = x[tan(In |x| + O)]
La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto

mediante la técnica Ecuaciones Diferenciales Homogéneas, lo que ha

conducido a una forma no lineal de la ecuacién como solucién.

45




1.9. EDO reducibles a homogéneas

Primera condicion: no debe existir ningun término que solo dependa de

la variable independiente.

Segunda condicién: siempre se debe cumplir y’ = f G) oy' =f (g)

. X
para llevarlo a V.S mediante z = % 0z="7

Tercera condicion: es la suma de dos funciones que dependan de la V.D
y V.1

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

dy _ _M(x,y)
dx  N(xy)

Otra manera de identificar una ecuacién homogénea es la siguiente:

fQx,2y) = ' f(x,y)

“Una Ecuacion Diferencial es homogeénea si cumple con la condicion en

la que M y N sean homogéneas del mismo grado.”

fOo,y) =x3+x%y+xy*+x3  No Homogénea
f(x,y) = x°> +V2/y10 + 9x%y3,  Homogénea

E: y ,
f(x,y) =1In (;) + yln (;), No Homogénea
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f(x,y) = x%yIn (%) + x%ysin (%) ,  Homogénea

f(x,y) =+yx?*+xy,  Homogénea

Ejemplo

e
o (4x—-3y)dx+ (2x—5y)dy =0
M(x,y) N(x,y)
fx, 2y) = 2 f(x,y)
M(x,y) = 4x — 3yM(Ax, 1y) = 4Ax — 31y
M(Ax,Ay) = A(4x — 3y)
(x,y) = 2x — 5y
N(Ax,y) = 2Ax — 51y
N(Ax, y) = A(2x — 5y)

EDO Homogéneas

F(x,y) = xy? = 9xy + y°
F(Ax, Ay) = Ax(Ay)? — 9A3x2%y + A3y3
F(Ax, Ay) = A3xy? — 923x%y + 23y3
F(Ax, Ay) = 23(xy? — 9x?%y + y3), Homogénea

Se ha comprobado que la Ecuacién Diferencial es Homogénea de grado

tres.

47




1.10. EDO reducibles a homogéneas primer caso

Con los conocimientos previos sobre como identificar una Ecuacion
Diferencial Homogénea logramos observar que una ecuacion de la

siguiente forma:

,_A1x+Bly+Cl
Y = dx + Byy + Gy

Ya no es homogénea debido a que C; y C, hacen imposible dividir para
X oY paraasillegaralaformaz = % 0 viceversa, pero existe un método
para convertirla a homogénea el cual consiste en eliminar C; y C,, para
poder suprimir estas constantes se debe hallar un coeficiente que

sumando o restando en el denominador y numerador los vuelva cero.

Por otro lado, este tipo de ecuaciones puede presentarse de otra forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Donde M(x,y)dx = Ayx + Byy + C; Yy N(x,y)dy = A,x + B,y + Cy,
que despejando quedaria:

dy — Aix+Biy+C
dx  A,x+B,y+C,
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El primer paso para eliminar las constantes C; y C,, es hallando un
determinante utilizando los dos primeros coeficientes del numerador y

los dos primeros coeficientes del denominador (Paye & Paye, 2020).

A By

A=la, B,

Si A = 0 significa que es homogénea y se puede hacer la sustitucion

antes vista que es u = ax + by.

Si A # 0 significa que es reducible a homogenea, en este caso se debera

realizar la siguiente sustitucion:

{x=u+a {x=A1u+Bla+C1
y:U+B y=sz+Bzﬁ+C2

Se logrd obtener de 2 ecuaciones con 2 incégnitas, donde se deberan

hallar los valoresde a y £5.

Ejemplo
N

e (x—4y—-9dx+{Ax+y—2)dy=0

|411 _14|=1+16=17

,  —x+4y+9

Y= 4x +y—2

x=ut+a —-a+4+9=0 (4
{y=v+ﬁ {4a+ﬁ—2=0
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Se multiplica por 4 en la primera ecuacion para asi poder eliminar a y

luego sumamos 4(48) + By 4(9) — 2, quedando:

178 + 34 = 0, despejando g = —2, luego reemplazamos el valor de «

en cualquiera de las 2 ecuaciones y encontramos alfa @ = 1.

{x=u+1 {dx=du
y=v-—2 dy = dv

Se reemplaza el valor de x e y de la ecuacion principal.

[u+1—-4wv—-2)—-9ldu+[4(u+ 1)+ w—-2)—-2]dv=0
(u+1-4v+8—-9du+@Bu+4+v—-2-2)dv=0
(u—4v)du+ (4u+v)dv=20

dv_u—4v

du  4u+v
v dv dz
z=—5 uz=v; @=2+u@
d_v_1—4%
v
du 4+a
dz 1—4z
Z+u@=4+z
dz 1—4z—4z—z?
u@— 44z
(4 + z)dz du
z2+8z—-1 u
(4 + z)dz du
2+82-1_ ) u
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ZIn(z* + 82 — 1) = ~In(u) + In(C)

Jz22+8z—1=—uC
\/(5)2 +8(§) —1=-uC

[ e ———

Comprobacién

M(Au, Alv) = Au — 4Av

M(Ax, Ay) = A(u — 4v)

NQAu, Av) = 4u — Av EDO Homogéneas
N(Ax, Ay) = A(4u — v)

1.11. EDO reducibles a homogéneas segundo caso

Cuando M(x,y) o N(x,y) es Homogenea.

Ejemplo
S

o 4dxy?dx+ (Bx’y—1)dy=0
M(x,y) = 4xy?
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M(Ax, Ay) = 4Ax(Ay)?
M(Ax, Ay) = 4A3xy?, Homogénea
N(x,y) =3x%y—1
N(Ax,Ay) = 3(xA)?*Ay — 1
N(Ax,dy) = 321%x%1y — 1
N(Ax,Ay) = 323x%2y —1,  No Homogénea

Se debe realizar un cambio de variables para asi poder resolver este tipo
de ejercicios y = x* = dy = az% 1dx y reemplazar en la ecuacion

original.

(4xz*¥)dx + 3x%(z%) — D(az®* Ndz =0
4xz%%dx + a(3x%z%% 1 — 22 D)dz =0 (2)
M(x,z) = 4xz?“

M(Ax, Az) = 4AxA%%z2¢
M(Ax, Az) = 4A%¢+1xz2¢
N(x,z) = 3x2z%¢71 — zo-1
N(Ax,Az) = 3A%2x2)20-1z2a-1 _ ja-lza=1

N(AX, /12) — 3x2/12a+122a—1 _ /'la—lza—l

Se deben igualar todos los A para asi poder hallar el valor de «

20+1 _ j2a+1 _ ja-1
A =1 =1

20+1=a-1

a=-2
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Se debe reemplazar el valor de a en la ecuacion (2) para poder llevarla

a Variables Separables.

4xz *dx —2(3x%z75—-2z"3)dz =0 (3)

En este caso se debe dividir por z~> a la ecuacion (3) para asi lograr

llevarlo a la forma z = %
y
Z —_— —
X
Z
u=-
X
Z = ux
dz
dx
4xz *dx —2(3x%2z7°> —2z73)dz =0 +z°

4xzdx + (—6x% +2z%)dz =0
4xzdx + (222 — 6x2)dz =0

dz _ dxz 4
dx  6x2 — 222 4

z

Se debe dividir la ecuacion (4) para x2 para asi llegar a la forma u = -

iz __4(3)
¥ o6-2(2)
du 4u
PRl
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du 4u—6u+2u

dx” 6 — 2u?
du —2u+2ud
dx  6-2u?
—2u + 2u? dx .
(W) du = K Variables Separables

f —2u + 2ud = dx
6—2uz )T )%

fS—uzd dx
u= | —

ud —u x
(u? +3)
u3—u
u? -3 u? -3 A B C

u(uz—l)zu(u+1)(u—1)n =z E+u+1+u—1
u?—-3=Au+1Du-1D+Bwu-1)+Cu)(u+1)
u? —3 =Au®> — A+ Bu? — Bu+ Cu? + Cu
1=A+B+C - 1=3+2B - B=-1,C=-1
0=-B+C —-B=C
—3=—A —5A=3

‘U%du‘fudfrfudi
_UZd”_JuH fu—l] f

—3In|ul| +InJlu+ 1|+ InJlu — 1| = In|x| + C
—InBu—u—-1+u+1)=In|x|+C

—Inju| =In|x| + C
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1
—=(Cx
u

1
YT x
z 1
x Cx

1
2=

La Ecuacién Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Ecuaciones Diferenciales Reducibles a Homogéneas
Segundo Caso, lo que ha conducido a una forma no lineal de la ecuacién

como solucion.

1.12. Ecuaciones Diferenciales Exactas

Primero debemos retomar algunos conceptos de calculo vectorial
Sea f:D c R? - R unafuncion escalar, entonces el gradiente fes
la funcion vectorial (Plaat, 2021).

Vf: D c¢ R? - R? dada por

of . of,
Vf(x;Y) :al-i_@]

Sea F: U ¢ R? - R? una funcién vectorial, decimos que Fes un

campo vectorial conservativo si existe una funcion escalar.
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f:D c R? - Rtal, que Vf = F.A la funcién escalar f se le llama

funcién potencial.
Primera Forma General M(xy)dx + N(x,y)dy = 0

Para que sea una EDO exacta debe cumplir con unas condiciones
necesarias y suficientes.
Segunda Forma
My = Nx
OM(x,y) 9IN(xy)
dy dx
@(x,y) = C Solucion de la EDO Exacta

Ejemplo
Y
o (e*.siny—2y.sinx)dx+ (e*cosy+ 2cosx)dy =0
M(x,y) N(x,y)

My = Nx - Exacta

Tomar en cuenta que @(x,y) = C = 0(x,y )gi Z % Condiciones

OM(x, IM(x,
—;yy)=excosy—251nx;%=excos)’+2(_smx)
Dy =M

0(xy) . . :
e =e*siny — 2ysinx

00(x,y) = (e*siny — 2y sinx)dx

56




f@@(x,y) = f(ex siny — 2y sin x)dx

O(x,y) = e*siny + 2y cosx + g(y)

Como integramos para (x) entonces (y) vendria a ser una constante
@, =N
00(x,y)
dy
e*cosy+2cosx+g'(y) =e*cos(y) +2cosx
9 =0
giy)=C¢C
e*siny + 2ycosx = —C

=e*cosy+ 2cosx

La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Ecuaciones Diferenciales Exactas, lo que ha

conducido a una forma no lineal de la ecuacién como solucion.

_x 1.1 Yy 41 _x —
. <*x2+y2+x+y)dx+<r+y2+y yz)dy 0

OM(x,y) T gy =3 1
- = = 22y — —
3y Sx(x"+y%) 22y 52
_ —Xy 1
Jaz+y??E Y
1 2 2y 1
Nx = —E(x +y°) 22x—F
—-X 1
Ny 1
J@E2+y2)3 Yy
0, =M
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00(x,y) B x 1

1
0x J&x2+y2) x )y
faczs( ) f( i +1+1>d
xy) = || ——==+-+—-)dx
SR AN DA
OCx,y) =+ (x? +y?) + Inx +§+ g)
90(x, 1 1
P& y) _ y AL
dy x2+y2) Y ¥
y y

X
S ATy () W —
Jez iy v Y T iy

1 b
g ) =;—>g(y)=lny+C\/(x2+y2)+lnx+;+lny=C

1 1
+—+—2
y y

La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Ecuaciones Diferenciales Exactas, lo que ha

conducido a una forma no lineal de la ecuacién como solucion.
1.13. Ecuaciones Diferenciales reducibles exactas

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0  — No es exacta ya que puede existir un
factor Integrante u(x, y) que multipliqguea My N
1(x, y)[M(x, y)dx + N(x,y)dy] =0
1Ce,y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x,y)dy = 0
uyM + uMy = uxN + uNx

— forma de demostrar que sea exacta.
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Tres casos de poder reducir en el hecho que exista algin factor que se

pueda reducir a exacta tendriamos que encontrar algin otro método.

1.14. Casos
- 0™
Caso uno
p=f(x)
uyM + uMy = uxN + uNx
u(My — Mx) = uxN
W — My — M)
dx uumy X
jdu j (My — Mx)
— = ——dx
U N
elnu — ef(NyT_Nx)dx
(Ny—Nx)
u= ef yN Xax
Caso dos
w=f)
uyM + uMy = uxN + uNx
Wt — u(Nx — My)
dx ULNX y
Jdu f(Ny—Nx)
- = —dy
U M
eln” = eI(NxI\_/I—My)dy
(Ny—-Mx)
U= oAy
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Caso tres
‘u — xnym
nym
Ejemplos
Y
e (1—-x%*y)dx+x*(y—x)dy=0
Primero comprobar si es una Ecuacion Diferencial Exacta

My = Nx

My = —x?

Nx = 2x(y — x) + x?(—1)

Nx = 2xy — 2x? — x?

Nx = 2xy — 3x?

No es una Ecuacidn Diferencial Exacta

Nx = 2xy — 3x?
N = x*(y — x)
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—2x? — 2xy + 3x?
- x2(x,y)
2x% — 2xy
T @)
2x(x — )
ERCED

1 2 1,
F(l—y y)dx+x—2x (y—x)dy =0

1
(F—y)dx+(y—x)dy=0
My = Nx

My=-1 ; Nx=-1

1
(;—y)dx+(y—x)dy=0

O(x,y) = =3 = XY+ 90)
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6®(x,y)_
dy B
g () =y —x
g =y
yZ
gy) = > +C

1 v
—E—xy+7—(]1

P, y)=C

La Ecuacion Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Ecuaciones Diferenciales Reducibles a Exactas caso
uno, lo que ha conducido a una forma no lineal de la ecuacion como

solucioén.

. %dx + (@3 —Inx)dy =0

M—l N—1
Y= 5 MTTx

uUno
u=f(x)
1 1 2
My— Nx 7 t% p
N y3—Inx y3—Inx
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Dos

w=rfu

1 1 2
Mx— Ny —% " x_ “x 2
m Y Y  y

X X

[- 2_ 1

o 2ydx—xdy=xy3dy
2y dx — xdy — xy3dy = 0
2y dx — (x + xy3)dy
My=2 ; Nx=-1+y3
—xdx —x(1 + y3)dy
2y dx = x(1 + y3dy

dx (1+y%)
x 2y
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Tres

x™"y™(2y)dx — x™.y™(x + xy3)dy = 0

an'ym+1dx _ (xn+1.ym + xn+1.ym+3)dy =0

My = Nx

2x"(m + Dy™ = (—D)[(n+ Dx"y™ + (n + Dx"y™*3]

2mm+ 1) =(-1)(n+1) — m=-1

0=n+1 —»> n=-1

1
— a—1,,-1 _
p=x"y oy
12al 1(+ =0
xyyxxyx xy?) =
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1.15. Introduccion al Matlab

Para analizar y disefiar los sistemas y productos que convierten nuestro

mundo. El lenguaje de MATLAB, basado en matrices, es la forma més

natural o versatil para expresar las matematicas computacionales

(Moreta & Estrada, 2024). Las graficas integradas facilitan la

visualizacion de los datos y la obtencidn de informacion a partir de ellos

(Veldzquez-Alarcon et al., 2023).

Interfaz de Matlab

& VTl e e

- - = e

o b asbin " Lol A Cain R L 5, i "
] = e i Trm | Eai Pl o |  Eevmamn: Sapren
et ot S el < Adilm

e e v = [ e - v ] e AT
et - e b e

AT e [ S, LIst
Bw G Do WO Saw
Ll o [

L

L
¥

Linea de comando

Carpeta donde vamos a trabajar

~ Wariables actuales
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Los operadores aritméticos basicos son:

Simbolo Operacion

+ Suma

- Resta

* Multiplicacién

/ Division

\ Divisién en sentido contrario
N Potencia

‘ Transpuesta

() Paréntesis

Desarrollo basico en Matlab

Definir una variable

Command Window

>>» a=ava

le
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Definir una matriz

Command Window

»» B=[1 2 3; 4 5 &; 7 8 9]

E=
1 2 3
4 o L
7 8 9

Eliminar las variables

En este caso se utiliza la palabra (clear) y (enter), automaticamente se

eliminan las variables anteriormente ingresadas.

Command Window

== B=[1 2 3; 4 5 6; 7 & 9]

B =
1 2 3
4 5 g
T 8 4

ﬁg »>» clear
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Eliminar datos ingresados en Command Window

Utilizaremos la palabra (clc) automaticamente todo de la ventana de

contenido se borrard, pero no se borran sus variables.

Command Window

»> B
3 —]
1 2 3
4 5 ]
T B g
ﬁg =» clc

Funciones especiales

abs() % proporciona el valor absoluto de un nimero.
cos() % coseno.

sin() % seno.

sgrt() % célculo de la raiz cuadrada.

inv () % calcula la inversa de una matriz.
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Ejemplo
S N

Ingresar dos vectores(x,y), graficar respectivamente.

New to MATLAB? See resources for Getting Started.

>> x=0:1:10
S
0 1 2 3 4 s € 7 8 -]
>> x=0:1:10;
>> y=5:1:15;
>> y=5:1:15
5 € ? 8 ) 10 11 12 13 14
Para graficar utilizaremos el comando (plot (X,y))
15
14 r
131
12r
"r
107
gk
sl
Fl,
ol
50 1 2 3 :1 5 6 7 !; 10
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Continuando vamos a poner nombre al eje (X) y a su vez al eje (y).
Para aquello utilizamos xlabel e ylabel.
>> xlabel('Eje x')

>> xlabel('Eje y')

Ejey
=)
\

Eje x

Ingresar titulo a nuestra grafica

Para ingresar titulo a nuestra grafica utilizaremos el comando >>

title('Grafico de puntos’)

Grafico de puntos




Ingresar un mallado a nuestra grafica

Para ingresar un mallado a la grafica necesitaremos ingresar el comando

>> grid on

Ejey

Grafico de puntos

/ /l
7
/ 7
o A
&
i
/’A
///
7
7
///
/
21
/
///
///
// L
4 5 6 7 8 9
Eje x

Ingresar una escala a nuestra gréafica

Para ingresar una escala a nuestra grafica tanto para (x) como para (y)

utilizamos el comando
>> Y%axis([X0,Xf,Yo,Yf])
>> axis([0,10,0,18])

Ejey

Grafico de puntos
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Montar una nueva grafica sobre la ya ingresada

Para graficar sobre otra curva utilizamos el comando
>> hold on

>> z=sin(x)

z=

Columns 1 through 5

0 0.8415 0.9093 0.1411 -0.7568

Columns 6 through 10

-0.9589 -0.2794 0.6570 0.9894 0.4121

Column 11
-0.5440
>> plot(x,z)
& Grafico de puntos
16
14
12 — E
10 — =
5 8 1= =il
2 ;
W ™
4
o b
<l ) =
2F
4+
0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Ingresar nombre a la curvaly curva?2

Para ingresar el nombre a la curva 1y 2 utilizaremos el comando legend

>> legend(‘Grafica de puntos','Grafico sin’)

Grafico de puntos
18 T T .

Grafica de puntos| |
Grafico sin

14r =i =

16T

12} —

10} =ik

Ejemplos aplicando lo antes mencionado

function[x,y]l=ejemploecuacionl (x)
x=0:0.1:10;

y=exp (x+5) ; %e” (x+5)

plot(x,vy)

xlabel ('eje x")

ylabel ('eje v'")

title('grafica ejemplo 1"'")

grid on

end
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«108 grafica ejemplo 1

35 T T T

251

ejey

1.5

0 ! L L VO I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
eje x

10

Ejemplo de coseno y seno

function[x,y]l=ejemploecuacionl (x)
x=0:0.1:10;

y=cos (x) ; %e” (x+5)

plot(x,y,'r")

xlabel ('eje x')

ylabel ('eje y'")

title('Grafica funcion de Coseno')
grid on

hold on

z=sin (x)

plot(x,z,'g")

legend ('Funcion coseno', 'Funcion seno')

end
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08

Grafica funcion de Coseno

=

Funcion coseno
Funcion seno

\ /
06 \ / \
04 "\ / \

0.2 f \

ejey
(=}

02F ‘\ / “.\
04} \ / \

\ / \
06F \\. ,v/ \

08 \ / \

1.16.

orden

Ecuaciones Diferenciales (lineales) Ordinarias de primer

El estudio de las EDOs lineales ordinarias de primer orden se remonta a
los inicios del calculo infinitesimal. Isaac Newton y Gottfried Wilhelm
Leibniz, pioneros del célculo, fueron los primeros en desarrollar

métodos para resolver este tipo de ecuaciones.

Desde entonces, las EDOs lineales ordinarias han sido objeto de un
estudio profundo y han dado lugar a un amplio conjunto de técnicas y
herramientas matematicas para su andlisis y resolucion. Entre los
autores que han contribuido significativamente a este campo se

encuentran:
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Leonhard Euler: matematico suizo del siglo XVIII, conocido por sus
trabajos en mecanica, fisica y matematicas. Euler desarroll6 métodos
para resolver EDOs lineales de primer orden y contribuy6 al desarrollo

de la teoria de las ecuaciones diferenciales.

Joseph Fourier: matematico y fisico francés del siglo XI1X, conocido
por sus trabajos en analisis matematico y fisica tedrica. Fourier
desarrollo la serie de Fourier, una herramienta fundamental para
resolver EDOs lineales de primer orden y ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales.

Pierre-Simon Laplace: matematico y fisico francés del siglo XVIIl y
XIX, conocido por sus trabajos en mecanica celeste, teoria de la
probabilidad y matematicas. Laplace desarrollé métodos para resolver
EDOs lineales de primer orden y contribuyo al desarrollo de la teoria de

las ecuaciones diferenciales.

Introduccion

y' +P). y=g)

Meétodos
Uno: Factor Integrante.
Dos: Variacion de parametros.

Uno: Factor Integrante.

y'+P(x).y=gXx)
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@ (U6 - Y +P) Lyl =
= [ p(x). y]}condkﬂén

pux) .y +tulx) . Px).y = px) . y+ pukx) .
) . Px).y = p(x) .y
%=u(x)-P(x)
au
ulx) = el PO dx pactor integrante
n@)y + P(x). yl = ulx). gx)
== [0 - Y= 4. g0
[t 1= [t . ye0 dx
1G] = [ HGD . y0) dx

1
= — x) . y(x) dx Solucion EDL
y = [ w6 )

Dos: Variacion de Parametros

y' +Px).y =g(x)
gx)=0

y'=—-Px).y
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4 )
dx_ x.y

d
& —P(x).dx
y

Iny = —fP(x) .dx
yze—fP(x) dx

y'+P(x).y =g(x)

Suponer la solucion

y = p(x). v(x)
_[9(™)
“”‘f(m

‘Ll(X) — e—fP(x) dx

y' = p (0. v(x) + px).v'(x)
pv+uv' +Px).u.v=_gkx)

p.v' =g(x)
dv

u-——g@)

[ao= 494,
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Ejemplo de Factor Integrante
e

y' —2xy=x P(x) = —2x
y'+P).y=gk)
u(x) = el
ux) = e

1
y =@fﬂ(x) gx) dx

1
y = o—x?

r=e{(-3)l e el

fe‘xz.x dx

dy

T+2y - ¥

L2y =S 4
En( + y)—7+

11 1+ 2 —1 24 2C
fn( + }’)—i(x )

1+ 2y = eX’¥2C

1+2y=e*C
y=e*.C—1

1
y=ex2.C—§
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La Ecuacidn Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Factor Integrante, lo que ha conducido a una forma

no lineal de la ecuacion como solucion.

Ejemplo de Variacion de Parametros
W

y'+P(x).y=g(kx) <« lineal

1
y’+;y=3c052x

y = px)v(x)
u) = e fv
u(x) = e ™"
() = e

1
ulx) = -
X

3 cos2x
v(x) = f#dx

x
v(x) = 3ch052x dx
t=x ; cos2xdx=dw

1
dt = dx Esin2x=w
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1 1
v(x) =3 [x.isian—fEsian dx]

1 1
v(x) = S[Ex.sian—ECOSZJH-C]
y=p.v

1 1 1
y=—.3[—x.sin2x——c052x+C]
X 2 2

La Ecuacién Diferencial de primer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Ecuaciones Variacion de parametros, lo que ha

conducido a una forma no lineal de la ecuacién como solucién.

1.17.  Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales ordinarias de

primer orden

Aplicaciones fisicas (Enfriamiento de Newton)

La velocidad de enfriamiento a la que se enfria una sustancia es
proporcional a las diferencias de temperaturas de la sustancia y del
ambiente (Vidal Mel6 & Estruch Fuster, 2019).

dT

dT
—=—K(Tf—T,) = i +K(Ts — Ty)

d
Donde:

K: de proporcionalidad

T, : Sustancia
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dT
— : Velocidad enfriamiento

dt
Ts : inicial
T, : final

=T, = +K.dt

In(Ts —Ty)) =K.t+C
Kt+C
T — T, = eKt+C
Ts = Ce"* + T,

C = Condiciones Iniciales

K = Condiciones del Problema

function z=aplicl (x, ¥)
z=(1/2).*1ln(6%9/59) .% (y-45)
end
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Ejemplo de Aplicaciones de las Ecuaciones diferenciales ordinarias

de primer orden

Figura 2
Ejemplo de Aplicaciones de las Ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden

Datos:

T, = 100°C
Ts = 80 °C

T, 11°C
t—T=50°C

dT
P K(Ts —Ty)

dT
—=K(Ts—11
= KT —11)

[
Te—11

In(Ts —11) = Kt + C
Ts = Cekt + 11
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T, = 100 °C
100°C = C.eX® 11 °C
C =89°C

Te = 89. ekt + 11

Ts = 80 °C
80°C =89.eX®) + 11
69
k() — 27
€ 89
5K =1 (69)
~ Mg
K= 1l (69)
~ 5 ™\89
1 69
T, = 89. e5() 4 11

Tso = 16,21 min

Tambiente = @

dT_1l (69) N
2t~ 5M(gg)( )

84




Graficando en Matlab con (Euler_per856sistemas)

Funcidn Funcidn Script

ejmlrepaso.m pruebaex2.m grafica.m

function function [X,y]=Heun2_sistemas('pruebapr

z=ejmlrepaso( [xrealyreal]=ejmlrep 0x2'0,1,[9 7],10)

X,y) ex(x) plot(x,y(:,1),'9")

7=8*x- xreal=0:0.001:3; [xind,yreal]=pruebaex2(x);

2*xX.M2+(1/3)*  yreal=4*xreal 2- hold on

x."3-3; (2/3)*xreal ~3+(xreal. plot(xind,yreal,'r")

end N)[12-3*xreal+2; grid on

end title('2DO ORDEN

COMPARACION - PRUEBA 5
DIVISIONES")

VARIABLE DEPENDIENTE

18

16 r

xlabel('Variable independiente")
ylabel('Variable dependiente”)
legend('Aprox','Exac’)

APROX VS EXACTA

aproxi (/|
exacta |

0.5 1 1.5

2 25 3

VARIABLE INDEPENDIENTE
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Ecuacién de Bernoulli

d
%+P(x)-y=q(x)-y” > neR

Sustitucion

w = yl—n

dy
y‘" a + P(x).yl‘n = q(x)

w oy oX
dw dw dy
dx dy ‘dx
— = - -n 7
I 1-n)y —
_n Ay 1 dw
y —_—= —
dx (1—-n) dx

1 dw
(1-n)  dx

+ P(x)w = q(x)

dw

o P(x)y = g(x)

F.Integrante — p(x) = el P@)dx
V.Paramétricos -y = ux) . v(x)

gx)=0gx)#0
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1.18. Resolucion de ejercicios

2

.z .z . . X
Encontrar la solucién exacta de la ecuacion diferencial y’—};z

0 con y(0) =1, ademas comparar graficamente con la solucién
aproximada dada por el método de EULER en Matlab (Velasquez-
Alarcon et al., 2023).

Crear una funcion problematallerl.m para la solucion aproximada.

e Crear una funcién soltallerl.m para la solucion exacta que los
valores de x sean independientes, creando un vector xreal de 0 a 10

en intervalos de 0.01.

e Crear la gréafica de comparacion (solucion aproximada con EULER
con 10 puntos xe[0,10]).

e Crear un script con los comandos utilizados para crear las gréaficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del grafico, leyendas y mallado) con el

nombre de graficotalll.m
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SOLUCION EXACTA

iy . ‘- 443
(funcidn respuesta implicita y= |—+1
y(x)) 3
VALOR DE C (:::l
(constante de integracion) 4
Funcién EULER Funcién Funcion Script
dada en clases | problemat | soltaller graficotalll.m
allerl.m 1.m
function function functi [x,v] =
[x,V] = | z=proble | on Euler per856('pr
Euler per856( mataller [xreal oblematallerl', O
f,a,b,N,y0) 1(x,v) ,yreal ,10,10,1);
$Metodo de | z=(x.72) ] = | plot(x,y,'g")
euler para | /(y."3); soltal [xreal, yreal] =
PVI end lerl (x soltallerl (x);
% EDO ORDEN ) hold on
1, CONDICION xreal = | plot(xreal,yreal
INICIAL 0:0.01 , '"black")
h=(b-a) /N; :10; xlabel ('variable
x=a:h:b; yreal = | independiente')
x=x(:); (((4/3 | ylabel ('variable
y=zeros (N+1,1 ) *xXrea dependiente')
) ; 1.73) title ('Comparaci
v (1)=y0; +1) .7 ¢ on de la solucion
for k=1:N 0.25); aproximada Vs
end exacta')
y (k+1)=y (k) +h legend('Solucion
*feval( x (k) aprox'
y(k)); 'Solucion
exacta')
Splot(x,vy); grid on
end
end
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Figura 3
Grafico Completo Comparacion de la solucién aproximada vs exacta

Comparacion de la solucion aproximada vs exacta

T T T

Solucion aprox
Solucion exacta

variable dependiente
& (s}

w
T
Il

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
variable independiente

x+y

Resolver la ecuacion diferencial y' =
x+y+2

, x+y
Y T xvy+2
z=x+y
zZ=1+y'
zZ'—1=y'
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zZ'=1+

z+2

z4+2+4+z
z+2
2z4+2
oz +2

[

dz _2(z+1)
dx z+2

Uz+1 jdz .
2l z+1 Zz+1 7€
1

E[z+ln(z+1)]=x+c

x+y+Inx+y+1) =2x+2c
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1.19. Resolucion de problemas

3
La velocidad de una particula estd dada por % = 8t — 2t? +%—

3 con X(0) = 2, encontrar la ecuacién que describa la posicion de la
particula resolviendo la Ecuacién Diferencial dada y ademas comparar
graficamente con la solucion aproximada dada por el método de Euler
en Matlab (la variable dependiente es x e independiente es t, en Matlab

trabajar con X e y normalmente).

e Crear una funciéon pruebaproxl.m para la solucién aproximada

(EULER con 100 divisiones, te[0,3]) y graficar de color rojo.

e Crear una funcion pruebaexl.m para la solucién exacta que los
valores de t sean independientes, creando un vector xreal (variable
independiente t) de 0 a 3 en intervalos de 0.001 y graficar de color

azul.

e  Crear un script con los comandos utilizados para crear las gréaficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del gréfico, leyendas y mallado) con el

nombre de graficapruebal.m
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SOLUCION EXACTA 1

(funcion respuesta *T12

implicita X(t))

VALORDEC
(constante de
integracion)

2
t4—§t3+4t2—3t+2

Funcién ., .

ruebaprox Funcion . Script
P im Pruebaexl.m graficapruebal.m
function function [x,Vv] =
z=pruebapr [xreal,yreall=p Euler per856 ('pruebap
ox1 (x,Vy) ruebaexl (x) rox1',0,3,100,2);
z=8*x~— xreal=0:0.001:3 plot(x,y,'r")
(2*x.72)+( 5 hold on
x"3/3)-3 yreal=(xreal.”"4 [xreal, yreal]=pruebae
end )y /12— x1(x);

(2*xreal.”3)/3+
(d*xreal.”2) -
3*xreal+2;

end

92

plot (xreal,yreal, 'b")
grid on

title ('PARCIAL 1
COMPARACION: SOL
APROXIMADA VS
EXACTA'")

xlabel ('VARIABLE
INDEPENDIENTE ')
ylabel ('VARIABLE
DEPENDIENTE')

legend ('SOL
APROXIMADA', 'SOL
EXACTA'")




Gréfico Completo

PARCIAL 1 COMPARACION: SOL APROXIMADA VS EXACTA
T T T T T

16
14

w

E

z

12

o

i

e 1or

i

a)

w 8

-

2

g °of

<

= b |

SOL APROXIMADA
5 SOL EXACTA
0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25
VARIABLE INDEPENDIENTE
dx , B
E:8t—2t +§—3, COTLX(O):Z

t3
dx=f<8t—2t2+§—3>dt

1 2
=—tt—=t3+4t*-3t+C
X 1 3 + +

1 2
=—t*——t34+4t> -3t +2
X 12 3 + +
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Resolver la ecuacion diferencial (3y —7x + 7)dx — (3x — 7y —
3)dy =0

1
By—-7x+7)dx—3x—-7y—-3)dy =0 *

M(x,y) =3y —7x+7

M(Ax,Ay) =32y — 72x +7 No es Homogénea
N(x,y)=-3y—7x+3

N(Ax,Ay) = =31y — 7Ax + 3

dy —Q@By—-7x+7) , Tx—=3y-—7

dx —3x+7y+3 =Y :m

a=|’, |=49-9=10

{7a—33—7=0, @ _ { 21a -9 -21=0 __
—3a+78+3=0, (7) —21la+498 +21=0 B

=0,a=1
{ y=v. {dy=dv
x=u+1 dx = du
Bv—-—7Tu—-7+7)du+(-3u—-3+7v+3)dv=0
1
Bv—7w)du+ (—-3u+v)dv =0, *
v dv dz 4
= — - = - — = —
z=— 2vV=2zu - Tatte
v v
(3;—7)du+(—3+7;)dv=
dz N _—(32—7)
duu Z= —-3+7z
dz  —3z+z-2(-3+7z) —32+7+32-72
duu_ 7z — 3 B 7z — 3
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dz  —(72*-7)

w72 =3

7z — 2 du
f7z2—7dzz_ w
1(7z—-3
7fzz_1dz=—ln|u|+C
1 7z 3
7[22—1_22—1dzz_1n|u|+c

1[ ” 4 1f > dz=—Inful+C
7) 721477 ) g% = Tinlu

1 3/1
—In|z% — 1| ——(—ln

z—1
|)=—ln|u|+C

2 7\2 lz+1
_v__Y
T T x—1
Yy
Y 3. k=1 _
—In (x—l) —1|—ﬁlny—+1 ——11’1|X-1|+C
x—1
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CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales
de n-ésimo orden




Capitulo

2. Ecuaciones Diferenciales de n-ésimo orden

2.1. Ecuaciones Diferenciales ordinarias de 2do Orden.

Introduccion — Reduccién de Orden

Una vez obtenido el conocimiento de las EDO de 1ler Orden, pasaremos
a las de 2do orden.

¢Cual es la forma general de escribir una Ecuacion Diferencial de 2do

orden?

y'=f(xyy)

66,9

Donde la funcion dependera de una variable independiente “x” y una

variable dependiente “y”, asi como también de una variable “y” de orden

menor.

Recordemos que las EDO de ler orden pueden llegar a tener tanto una
solucion general como una particular dependiendo de las condiciones

presentadas en el problema a resolver.
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Sin embargo, esto cambia en las EDO de n-ésimo orden. Pues sus
soluciones dependeran del orden de la funcion, en donde apareceran las

constantes de integracion que dependera de lo mismo:

y" = f(x,y,y") : EDO de 2do Orden. Dos soluciones: y; = f(x) +
Cry, =f(x) +C;

y" =f(x,y,y,y") : EDO de 3cer Orden. Tres soluciones: y, =
f)+CrLy, =fx)+Cpy3 = f(x) + (5

nr

) : EDO de 4to Orden. Cuatro soluciones: y;

yW=fO,yyy"y
fO)+CLy, =f(x)+Cy3=f(x) +C5

y* = f(x,v,y,y", ..., y* 1) : EDO de N-ésimo Orden. N soluciones.

Similar a lo que se obtenia con ecuaciones lineales o cuadraticas, pues

sus soluciones dependeran del grado de la ecuacion.

(x + 1) = 0 : existe una sola solucion (x)

x? 4+ 2x +5 = 0 : existen 2 soluciones (x;, x,)

Para determinar la solucidn de estas ecuaciones, partiremos de una de

2do orden:

y'=flxyy")
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Caso 1

La ecuacion no dependera de “y” (no tiene “y”)

y'=fly")

Para poder resolverla acudimos a una sustitucion:

_dy
Ve
Y derivamos:
dv _d*y
dx  dx?2 Y

Una vez hecha la sustitucién obtenemos una EDO de ler orden

dv _
==/

Donde sus soluciones seran:

v=0(x)+C
y=0(x)+Cf(x)+C,
Ejemplos
o 2x%y" + (¥ =2xy' y'=fxy")
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_dy_
_dx_y
dv _ d?y

a_dx2=

v

14

2x2 @ + v3 = 2xv
dx

dv 13

v
P + 72 = o (Ecuacién Diferencial de Bernoulli)

¢ Coémo resolverla?

d
d_i} +P(x)y =q(x)y" neR

Sustituir

Dividimos todo para un y™

dy
yrt Py =q(x)

Aplicamos la regla de la cadena

Wy ->Xx

dw dwdy

dx dydx
dw dy
- = — -n_-2
dx A =ny dx

Sy 1 dw
dx 1—-ndx
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Sustituimos la regla de la cadena en la Ecuacion Diferencial

L peow = )
X — =
1—-n dx YW = qix

Y llegamos a una Ecuacion Diferencial Lineal

dw

I + (A -n)P(x)w

= (1 —-n)q(x) (Ecuacion Diferencial Lineal)
dy
—+ Py = g()

Esta Ecuacién Diferencial Lineal se puede resolver por:

Factor integrante

u(x) = el P()dx

Variacion de parametros

y = u(x)v(x)

Regresamos al ejemplo planteado

dv v3 v
dx  2x2  «x
dv v v3 dy
—_ e — —— _ P = n
Identificamos el valor de n
n=3
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Aplicamos la sustitucion

w=pl " = pl=3 = =2

El ejemplo planteado, lo dividimos todo para un v3

-2
Ladv v 1

dx x  2x2

Aplicamos la regla de la cadena

W—o>UV—-2X

dw _ dw dv
dx  dvdx
dw _gav
dx dx
_gav 1dw
VoP—=——

dx 2 dx

Y reemplazamos en la Ecuacién Diferencial

. d TV
Dejando el % solo, multiplicandolo por un (-2), y resolvemos la

Ecuacion Diferencial Lineal obtenida

dw 2W_ 1

— 4+ —
dx x  x?
e Factor integrante

2
u(x) = el POdx — efydx = g2lnx — ylnx?
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u(x) = x?

1
w = "es) u(x)g(x)dx

vl 6(g)

+ C;)  Primera Solucién de la Ecuacién Diferencial Lineal

w=v?

1
1% =F(x+C1)

1 C
v‘2=—+—;
X x
v_2:x+C1
x2

2

2 __*
x+C;

v = ad Solucion de la Ecuacion de Bernoulli
dy
-
dy X
dx m

fdy=] xdx

Jx + G

v

Resolvemos la integral aplicando una sustitucion

t:x+Cl
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x=t—C1
dx = dt

[ay = £ Gt (t - Cl)dt

fdy=] (ti - Clt‘i)dt

2 3 1
y=§t2_261t2+62

Solucion

2 3 1
y = §(x + C.l)E - ch(x + Cl)E + CZ

La Ecuacion Diferencial de segundo orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Reduccion de Orden, lo que ha conducido a una

forma no lineal de la ecuacién como solucién.

2.2. Ejercicios Propuestos

Caso 2.

(]

La ecuacion no dependerd de “x” (no tiene “x”)

=f(y)

Para poder resolverla acudimos a una sustitucion:
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v = a =y
Y derivamos:
dv d?y o
dx dx?

Una vez hecha la sustitucion obtenemos una EDO de ler orden
dv
dx
= f(y,v) Obtendremos 3 variables,por lo que no se podra integrar
Aplicamos la regla de la cadena
Voy-oX
dv _dvdy
dx dydx
dv dv
dx _dy'

Llegando a una Ecuacion Diferencial de ler orden

dv_
Ud—y—f(y,v)

Variable dependiente - v

Variable independiente — y
Ejemplo

2y2(y") + 2y(y')? ED de 2do Orden, Caso 2
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Realizamos la sustitucion
dy
dv d?y
dx dx?
dv dv
dx ~ Udy

Reemplazamos en la Ecuacion Diferencial, para obtener una de primer

v

12

orden y resolvemos

d
2y? (v _v) +2y(v)? =1

dy
2y2vdv + 2yvidy —dy =0
yv? — 1dy + 2y*vdv = 0 M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Variable dependiente — v

Variable independiente — y

Resolverla como una Ecuacion Diferencial Exacta

M, = N,
M, =N,
M, = 4yv N, = 4yv
Es exacta
@(y,v) = C Donde @, = M, @, = N
@, =M
el
JE— 2 2 _ 1
dy yv
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do = (2yv? — 1)dy
[do = [ 2yv? - Dady
0=y’ -y+g)
@, =N
- = 2y%v
2y*v + g'(v) = 2y%v
g =0
d
—~=0
gw)=C
O(y,v) =y*v:—y+C
o(y,v)=C

_ Y

292 = =
yvc—y=C v I

) (t% - Ct_%> dt = [ dx
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N w
N =

wl N

2 3 1
§(y+C)§—ZC(y+C)§=x+Cl

La Ecuacion Diferencial de segundo orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Reduccion de Orden, lo que ha conducido a una

forma no lineal de la ecuacién como solucién.

2.3. Introduccion — Ecuacién Diferencial Lineal de 2do Orden

y'+Px)y +qx)y = g(x)

V1 , . C1
{yz Conjunto de soluciones {Cz

A estas dos soluciones y a estas dos constantes hay como agruparlas en
una solo solucion general, a esto se lo conoce como el Teorema de

Superposicion (Plaat, 2021) .

Siy; A y, sonsoluciones de la Ecuacion Diferencial de y”' + P(x)y’ +

q(x)y = 0, pues g(x) = 0, entonces la solucion general es y = y,C; +

y2(,
Ejemplo
A
7] _ Y1 = sin(x)
y'+y=0 {yz = 7cos(x)
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y = C; sin(x) + 7C, cos(x)

Sacamos la Primera Derivada de la Solucién General

y' = C; cos(x) — 7C, sin(x)

Sacamos la Segunda Derivada de la Solucion General

y" = —C; sin(x) — 7C, cos(x)

Reemplazamos en la Ecuacion Diferencial original
—C; sin(x) — 7C, cos(x) + C; sin(x) + 7C, cos(x) = 0
0=0

Por lo tanto

y = C; sin(x) + C,7 cos(x) Si es una Solucion General

Si cambiamos los pardmetros dados inicialmente, tendremos que

comprobar si son soluciones de la Ecuacion Diferencial

{ y1 = sin(x)

Yy, = 3cos(x)

y

= (C; sin(x) + 3C, cos(x) También es una Soluciéon General

Como se va a obtener dos soluciones y; A y, en una Ecuacion
Diferencial de 2do orden, entonces las soluciones se las puede

representar como un Conjunto Fundamental de las Soluciones (CFS).
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Ly} =y + Py +qx)y=0

CFS — Si cualquier solucion de la ED se puede expresar como una

combinacion lineal de sus dos soluciones y; A y, con sus constantes

apropiadas

{v1,v,} para que sea un CFS
— y; A y, deben ser linealmente Independientes

Linealmente Independientes: ninguna de estas dos soluciones se

pueden sumar y formar una sola.

Ejemplo
N
( V1 = cos(x)
Yy, = 2sin(x)
12 _ V3 = 5COS(X)
y +y=0 ys = —cos(x)
Ys = —sin(x)

\ Y6 = 9sin(x)
{cos(x), 2sin(x)} CFS
{cos(x),5cos(x)} No es un CFS
{—sin(x),—9sin(x)} No es un CFS

2.4. Conjunto fundamental de soluciones tipico

Es el mismo CFS, pero las soluciones tendran coeficientes (1).
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También tendran que ser linealmente independientes, por lo que su

solucidn general sera:

y=y10; +y,C;

y'+y=0 CFS {sin(x), 7cos(x)}
y = Cysin(x) + 7C, cos(x)  Solucion General con CFS
{sin(x), cos(x)} CFS Tipico

y = C;sin(x) + C, cos(x)  Solucion General con CFS Tipico

Comprobamos
y = C;sin(x) + C, cos(x)
y' = C;cos(x) — C, sin(x)

14

y" = —C;sin(x) — C, cos(x)
Reemplazamos en la ED
— C;sin(x) — C, cos(x) + Cysin(x) + C, cos(x) =0
0=0
y = C;sin(x) + C, cos(x) Si es una Soluciéon General

2.5. Comprobar si 2 funciones son linealmente independientes

Para esto debemos tener en cuenta una Matriz de Wronskiano de n filas

y n columnas.
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Segun el nimero de soluciones de dicha Ecuacion Diferencial serén el

namero de filas y columnas, resultando en una matriz cuadrada (Ross,

2021).
Yi Y2 Y3 o Yn
y'i v Y3 o Y
WLy ys o) = [y v y's ..y,
yit VAT Tt L

Si W +# 0 entonces yy, y2, Vs, -.., ¥, SON linealmente independientes.

Ejemplos
Y
e {sin(x), cos(x)}

_|sin(x)  cos(x) | _
" cos(x) —sin(x)|

= —(sin?(x) + cos?(x)) = —1

—sin?(x) — cos?(x)

—1 # 0 Son Linealmente Independientes
{—cos(x),5cos(x)}

~[ntsy “semo| = Ssintcos00) = Ssine) oste) = 0

0 = 0 No son Linealmente Independientes

e Determinarsi {e®*,e ?*}esCFSdey” — 4y’ — 12y =0

et et 6x ,—2 6x ,—2 4 4
W=|66X 2_2x|=—29xe Y —6e e X = —2e* — 6e**
e —2e

= —8e*¥
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—8 # 0 Son Linealmente Independientes
y =e®*C, + e ?*C,
y' = 6e%C, — 2e %*C,
y" =36e%*C;, + 4e %*C,
36e%%C, + 4e72XC, — 24e5%C, + 8e™2*(C, — 12e%%C; — 12e72%(,
=0

0 =0Esun CFS de la ecuacion dif erencial

2.6. Teorema de existencia y unicidad de la solucion de una

Ecuacién Diferencial Lineal

y'+ Py +qx)y =gXx)

Si las funciones p, g, g son continuas en un intervalo (a, 8), que contiene
X = X, entonces la Ecuacion Diferencial tiene una solucién Unica en
todo el intervalo (a, ) dadas las ecuaciones y(x,) = a y'(x,) = b.
Estas condiciones dependeran del orden de la Ecuacion Diferencial
(Vidal Melé & Estruch Fuster, 2019).

Si tendriamos una Ecuacion Diferencial de 3er orden seria:

y"+P)y" +q()y +r(x)y = gx)
y(xo) =a y'(xo) =b y"(x0) = ¢

Ejemplos
N
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e Determinar el Intervalo de validez de la solucién de la Ecuacién

Diferencial
'+ =y +xy =In(x) {y%}((ll)):_fs
1
p:x—3
q=Xx
g =In(x)

Observamos si existen puntos de discontinuidad:

! =3
x—3 x=
x No Existen Puntos de Discontinuidad
In(x) x<0
0 3
4O O >

]—o,00  ]03[ ]3,0[
xo =1 Solucién Unica

~ el Intervalo de Validez de la Solucion es ]0,3]

e Determinar el Intervalo de validez de la solucién de la Ecuacién

Diferencial
o €5, sin(x) _ x y(3) =5
Yy ATy AT YT {y'(g)zg
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p:
_sin(x)
q_x+1
X
g_x—Z

ex

— x=0
X
x=-1
x=2
-1 0 2 3
12, o]

~ el Intervalo de Validez de la Soluciéon es ]2, 00]

2.7. ldentidad de Abel

Sirve para encontrar la 2da solucion a partir de la lera solucion.

y'+ Py +q)y =gkx) {y1,v,} CFS

Aplicamos la matriz de Wronskiano
oy,

yll y/2 =YY, =Y )2

Wy, y2) =

W=y, -y v
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Hallamos su primera derivada y reducimos términos
W =y vy, +yy", =y vy = vy,
W'=yy", =y", ¥

Ahora formamos un sistema de dos ecuaciones reemplazando en la
Ecuacion Diferencial original tanto y; como y, para que satisfaga la

igualdad, recordando que g(x)=0 en este caso (Paye & Paye, 2020).

{y”1 +P(x)y'; +q(x)y1 =0 (=y2)
y', + Py, +q(x)y, =0 (1)

Buscamos eliminar la funcion g(x) multiplicandolo al primer término

por un (—y,) y al segundo por (y,), de esta manera:

{y”1 +P()y'; +q(x)y1 =0 (=y2)
y', + Py, +q(x)y, =0 (y1)

=" Y2 = PX)y ¥y +y" i + Py ,y1 =0

En este caso se extrae el Factor comun simple P(x), para de tal forma

tener una Ecuacion Diferencial conocida.

V' 1=y Y2+ P i~y 2| =0

W'+ P(x)W

=0 Ecuacién Diferencial por Variables Separables
dw
—=—-PO)W
dx
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deWZ —P(x)dx

In(W) = —fP(x)dx
W = e /PO Resyltado del Wronskiano
Ny, =y Y, = e IR0
Pero aln no hemos encontrado y, pero se la obtiene a partir de la

Ecuacion Diferencial y",y; —y" v, + P()[y', 31 —¥',2| =0

Ejemplo
S

Encontrar la segunda solucion de la siguiente Ecuacién Diferencial a
partir de la primera solucion dada
y'=2y"+y=0 y1 =e* y'y=e*
W = e JP(xadx

Y1y, =y v, = eI P

Reemplazamos la primera solucion y obtenemos lo siguiente
exylz _ e,xy2 — edex

e*(y', —y:) = e

Simplificamos el valor de e*, obteniendo una Ecuacién Diferencial

lineal

Y=y, =¢€* y' +P(x)y = g(x)
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Aplicamos el factor integrante y resolvemos

1
_ f-ldx —_ ,-x _
u(x) = el 1"—e"—e—x

Y2 =—= e *e*dx = e*[x + C]

Yy, = xe* + Ce*
Ce*es la lera Solucion que nos da como dato el ejemplo
xe* es la 2da Soluciéon que acabamos de hallar

{e*,xe*} CFS

Por lo tanto, la Solucion General es

y = Ce* + Cyxe*

2.8. Ecuaciones Diferenciales Lineales homogéneas de coeficientes

constantes

La vamos a representar de la siguiente forma:

ay" +by'+cy=0

Donde a,b,c € R

La solucidn se representara como

yzerx
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Para resolver este tipo de Ecuaciones Diferenciales por coeficientes
constantes nos basaremos principalmente en encontrar el valor de r.
Recordemos que al ser una ED de 2do orden por consecuencia

obtendremos dos soluciones:

yl erlx
{y _ pTeX Solo en algunos casos
, =

CFS {e™*, e™*}
y = C;e"* + C,e™*

Para que la solucion satisfaga a la Ecuacion Diferencial, debemos
encontrar tanto su primera derivada como la segunda:

y' =re™

yn = r2oTX

ar?e™ 4+ bre™ +ce™ =0

e™(ar?+br+c)=0 e™ # 0
ar’+br+c=0
—b ++Vb? — 4ac
T2 =
’ 2a

Ahora para determinar las soluciones de r, vamos a analizar esa ecuacion

cuadratica de la siguiente manera:

ler Caso
b? —4ac >0

—b +Vb?% — 4ac

2a

N2 =
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—b ++Vb?% — 4ac

2a

—b —Vb? — 4ac
2= 2a
rnED

CFS {e"*,e™*}
y = Ce™* 4+ Ce"?*

2do Caso

Para encontrar el valor de y, aplicaremos la Identidad de Abel, lo cual

nos queda:
Y = xe™*
W = e—fP(x)dx
V1Y, =y 1y, = e PO
erlxylz _ Tlerlxyz — e—fbdx
{erlx’ xerzx}
y = Cie™* 4+ Cyxe™*
3er Caso

b?> —4ac <0
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B —b +Vb?% — 4ac

"2 = 2a

Entramos a los nimeros imaginarios por lo que acudiremos al siguiente

teorema

Teorema

Si la solucién de la ecuacion diferencial y'' + P(x)y' + q(x)y = 0 es
la funcion compleja y = u(x) + iv(x) cuando u y v son funciones de
variable real, entonces wu(x)y v(x) son soluciones linealmente
independientes de la ecuacion diferencial (Plaat, 2021).

11,7, = Complejos Conjugados = A t ia

y - erlx
y = e(l+ia)x
y = e/lxeiax

Recordemos que
lax  j(ax) 6 =ax

e'® = cos(0) + isin(0)

e

Por lo tanto
y = e**(cos(ax) + icos(ax))
y = e** cos(ax) + ie**sin(ax)

CFS{eAx cos(ax),e?* sin(ax)}
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y = C,e* cos(ax) + C,e*sin(ax)

—b+iv
m2=Tgg
b L\/_
2= 2a + 2a
b 1 iV
- —_— >
2a 2a «

Ejemplo
y'+4y +3y=0

Sustituimos y”' por r2y y' por r
r2+4r+3=0
16 —4(1)(3) =0
16—-12=0

4 >0 Nos encontramos en el ler caso: b?> —4ac > 0

Factorizamos

r+3)r+1)=0
n=-3;rn=-1
CFS {e73%,e™*}

y=Ce 3+ Ce™™
y'=2y'+y=0
r2—2r+1=0
r—Dr-1)=0
n=1Anrn=1

CFS {e*, xe*}
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pa

y = Ce*+ Cyxe™
y'+2y'+8y=0
r24+2r+8=0

b? — 4ac
4 — 4(8) = —28 Nos encontramos en el 3er Caso — 28 < 0
—-2++v-28
r1,2 = T
2+ 27
T2 = >
7‘1,2 = _1 i_ l\/7

T, =Axia
CFS {e~*cosV7x, e ~*sin\7x}
y = Cre *cosV7x + C,e *sim/7x

2.9. Ecuacion Diferencial Lineal No Homogénea

Su forma general es

y'+ Py +q)y =gXx)

Solucidn general
Y=Yt
Yp — Solucion Particular
V. = Solucion Complementaria
Y. = C1y1 + C,y, Asumiendo que g(x) =0
Y=y, +Cy + (3,
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Para encontrar el y,, tenemos dos métodos:

e Método de coeficientes indeterminados

e Meétodo de variacion de parametros

Teorema

Si y, es solucion de y"” + p(x)y’ + q(x)y = g(x) entonces cualquier
solucion de dicha ecuacion diferencial podra expresarse comoy =y, +
(C1y1 + Cyy,) donde y,, y, son soluciones linealmente independientes

de la ecuacion diferencial homogénea (Paye & Paye, 2020).

y'+p)y' +qx)y = gx)
Donde P(x) y q(x) son coeficientes

1) Meétodo de Coeficientes Indeterminados

Sirve para encontrar la solucion y,, de una ecuacién no homogénea

de coeficientes constantes, donde g(x) se restringe a 4 formas

detalladas.
y'+ Py +qx)y = gx)
g(x) Yp
B(x) =ag+ ayx + -+ apx™ xX3[Ag + Ayx + -+ Apx™]
B, (x)e™* x5[Ag + Ayx + -+ Apx]e ™™
P, (x)cos(Bx)e™™
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P, (x)sin(Bx) x5{[Ag + Ayx + -+
+ A x™] cos(Bx)
+[By + Byx + -+
+ B,x"] sin(Bx)}e**
s=0,1,2

El valor de s también nos permite saber si son linealmente

independientes

Vp, Y Sean linealmente independientes

El Polinomio dependeréa del grado de g(x)

Ejemplos
Y
e y'+4y' —12y =3x*+x
Y=Yt
Ve = Ciy1 + G2y
y =y +Cy + Gy,
1 v
y'+4y' —12y =0
r’2+4r—-12=0
r+6)(r—2)=0
rn=-6,r,=2
CFS{e™%%, e?*}
Y. = Cre % + C,e?*
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2) ¥p
y'+4y — 12y =3x? +x
P,(x) = 3x% +x

Nos encontramos en el primer Caso, asi que
yp - xS[AO + Alx + Azxz]
s—01,2

Comparamos el y, con el y, para saber que valor de s tomar y asi saber
si son linealmente independientes
s=0
Vp = [Ag + A1x + Ayx?]

Y encontramos tanto su primera como su segunda derivada para poderla
reemplazar en la ecuacion diferencial
ylp = Al + 2A2x
yllp — 2A2
24, + 4A; + 8A,x — 124y — 12A;x — 124,x% = 3x% + x

Buscamos términos que no contengan x y se le iguala a 0 por que el
segundo miembro carece de constantes
24, + 44, — 124, =0
Ahora, solo buscamos términos que contengan X y se le iguala a 1 por
ser el nimero de coeficientes de la variable x
84, — 124, =1
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Y finalizamos con los términos que contenga x2, por lo que se le
igualara a 3 ya que es el coeficiente constante de x?

—124, =3

Ahora procedemos a hallar los valores de Ay, A; v A,

3
AZZ—E
1
A2=—Z
1
S
1
Al:_Z
(B
0 2
1
Aoz_g

Y reemplazamos dichos valores en la solucion particular

111,
=g T35
1 1 1 .
e sz + C,e”%* + C,e?*  Soluciéon general

° yll + 2yl + y —_ xe—x

1) vy
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r2+2r+1=0

r+1D(r+1)=0
n=r=-1
CFS{e ", xe ™}

X

Y. = Cie ™ + Cyxe”

2) Yp
Nos encontramos en el segundo caso, asi que
Vp = x°[Ag + Ajx]e™
s=0,1,2
s=0

Yp = Ape " + Ajxe™ No son linealmente independientes

Descartamos el s = 0 y proseguimos con el siguiente
s=1

yp = Agxe ™ 4+ A;x*e™™ No son linealmente independientes
Descartamos el s = 1 y pasamos al siguiente

s=2

yp = Aogx*e™* + Ayx3e™ Sison linealmente independientes

Por lo tanto, es solucion en s = 2, asi que realizamos la primera y

segunda derivada de dicha solucion particular
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y'p = 24p0xe™ — Agx?e™ + 3A;x%e™* — AyxPe ™
y'p = 24pxe™ — 24gx%e ™™ — [2Apxe™™ — Apx?*e™*] + 6A,xe™*
— 34;x%e™ — [3A.x%e™* — A;x3e™]

y'p = 24pe™* — 4Apxe ™ + Agx®e™* + 64 xe ™ — 6A;x%e™*
i
Ay

2.10. Método de variacion de parametros

+ Ax3e™™

Utilizado para encontrar la solucién de una ecuacion diferencial no

homogénea g(x)

De forma

y'+p)y +q()y =gx)
Donde:
p(X) y q(x) no necesariamente deben ser coeficientes constantes y en
caso de que estos sean constantes se deberd encontrar la solucién
complementaria a partir de una solucion de una ecuacion diferencial

lineal homogeénea (Paye & Paye, 2020).

0(x) debe estar en la forma dada en la tabla.
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Se busca encontrar una solucion:

Y:Yp + Yc

Para poder resolver estas ecuaciones un dato necesario es el conjunto

fundamental de soluciones (CFS).
Es decir:
{yuy2}
Ye=y,0,+y,C;

El cual se resuelve asumiendo que la solucién particular sera:

Yy, =Ui(x) y1 + Uy(x) y,
y’p =U,"y; + Uyy's + Uy, + Uy,

Con las condiciones:

Primera condicién

U1’3’1 + Uzl}’Z =0

Obteniendo:
ylp = Uy’ + U3y,
V' =U1y'1+Uy"1 + U5y + Uy,
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Y finalmente reemplazando en la ecuacion dada:
y'+p)y" +q(x)y =gx)

U, +Uy' 1 +ULY S+ Uy +p(0)[Uy's + Uyy's] +

q()[U1(x) y1 + Uz (x) y21=9(x)

Obtenemos factor comun:
Uily"1 +p(0)y's + q()y1] + Uz[y"2 + p(x0)y'2 + q(x)ys,]
+ Uy  + ULy = g(x)

Segunda condicién

Uy +U%y, =g(x)

Mediante las condiciones se ha encontrado un sistema de ecuaciones
diferenciales con dos incognitas U; y U,
Ui'y1 + Uy, =0
U'y'1+ U3y =gx)

De forma que:

b V] = ool

Resuelto mediante Regla de Cramer
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[g ?x) ;22] Y29 (x)

Uh = [3’1 3’2] W
y,1 y'2
. —Y29(x%)
U, = 7
B —y29(x)
U, = 7
)
. = y'1 gl y19(x)
2= [3’1 yz] W
y'1 y’2
_ y19(x)
U, = o
—Y29(x) y19(x)
Yp = — T-[)ﬁ]"‘f W 2]

Y = Uy + Uy,

Ejemplo
S N

Encontrar la solucion general de la siguiente Ecuacién Diferencial:

y'+y=secx

Al tener coeficientes constantes se comienza obteniendo y,

De forma:
y" +y =secx
r24+1=0
r?=-1
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CFS {e*Cos « x,e*Sin « x}
CFS {Cosx, Sinx}
Y. = Cosx C; + Sinx C,

Proseguimos a calcular y,, mediante Cramer

— X
U, =- %() = —fSinx. Secx dx = —In|Cosx|
_[Cosx Sinx] _ 2 02 —
W = [—Sinx Cosx] = Cos*x + Sin“x =1

X
Uzzfyl‘zv( )=fCosx.Secxdx = x

Yp = —In|Cosx|.Cosx + x .Sinx

y = —In|Cosx| .Cosx + x .Sinx + Cosx C; + Sinx C,
La Ecuaciédn Diferencial de segundo orden y primer grado se ha resuelto

mediante la técnica Variacion de Parametros, lo que ha conducido a una

forma no lineal de la ecuacién como solucion.
2.11. Ecuaciones Diferenciales de Euler de segundo orden

La forma general de estas ecuaciones es:

d’y dy
2_ 7 —_— =
X3 +Odex+ﬁy gx)

133




o

x2y"+oc xy' + By = g(x)

& y f son constantes

Donde se utiliza la sustitucion:
xX=e

z = lnx

Aparece la nueva variable independiente z con el objetivo de llegar a
una Ecuacion Diferencial de coeficientes constantes ya que esta

ecuacion no es de coeficientes constantes (Ross, 2021).
Despejando:

Obtenemos

Reemplazando en la ecuacién:

d*y dy
@4‘(0( —1)E+ﬁy—0
0

d*y dy
22T (e _1)E + By

= g(z) si se trata de una ecuacién no homogenea
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Ejemplos
- A

e Encontrar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial
3x2y" +12xy' +9y =0

No se puede resolver por otro método diferente al de Euler ya que es de

forma:
x?y"+ocxy' + By =0

Al dividirlo para tres se acerca mas a la ecuacién quedando de forma:

x%y" +4xy' + 3y =0

Sustituimos con z como variable independiente

x = e’

z = Inx
dz 1

dx

X
d’y dy
2z T -D—+py=0

Obteniendo:

% +3 Z—}Z] +3y=0
Finalmente se resuelve como una ecuacion diferencial homogénea de
forma:
y'+3y'+3y=0

r>+3r+3=0
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"2 = 2a
—3+v9—-12
N2 = >
3 V3,
rl’z ES _Ei7l
3

3
CFS {e 2°Cos g z,e 2°Sin g z}

_3, 3 _3, 3
y=e 2 60572 Ci+e2 Sin7z C,
3 V3 3 V3
y =e 2™ Cos <7 lnx> C, + e 2°Sin <7 lnx) C,

o

3 \/§ 3 \/§
y=x 2Cos <7 lnx> C; +x 2Sin <7 lnx) C,

No se encuentra una solucion particular ya que se trata de una ecuacion

homogénea.

e Resolver la siguiente Ecuacion Diferencial:
x%y" —3xy' + 3y = 9(lnx)? + 4

y(1)=6

y (1)=8

Nos fijamos si se trata de una ecuacion de Euler

136




x2y"+oc xy' + By = g(x)

Sustituimos
x = e?
z = lnx
dz _ 1
dx x
d*y dy
@‘l‘ (x —1)54‘3}’ =g(x)
Obteniendo:
d’y  dy 5
E_LLE-I_B}] = 9(Z) + 4

Finalmente se resuelve como una ecuacion diferencial no homogénea de

forma:

Y=Y, + Yc
y"' —4y' +3y =9(2)? + 4
y'—4y'+3y=0
r2—4r+3=0
(r—1(@-3)

CFS {e3%,e%}
Yc = e3C, + e?C,
Y, = 2°[Ag + A1z + Ayz?]
s->0-1-2
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s=0
Yp = AO + AIZ + A2Z2
Y,p = Al + ZAzz
Y, = 24,

Reemplazamos en la ecuacion y encontramos los valores de Ay, A; y A,

y" —4y' +3y =9(2)* + 4
24, — 44, — 8A,2+3Ay + 34,7 + 34,2% = 97° + 4
34, =9
—8A4, +34, =0

24, — 44,+34, = 4
Ay =10
A, =8
A, =3

Y, = 10 + 8z + 3z?

Y=e32C, + e?C, + 10 + 8z + 322
Y = e3xC, + e C, + 10 + 8Inx + 3(Inx)?

Y(@)=6
y (1)=8
6 = e3M(C +e™M(C, + 10 + 8Inl + 3(In1)?
6=C,+C,+10
CL+Cy=—4
y' =3Cx*+C, +§+6lﬂ
x X

Sustituyendo
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8:361'*'62"}'8

3Cl+C2:0
C]_:Z
622_6

Y = 2x3 — 6x + 10 + 8Inx + 3(Inx)?

e Resolver la siguiente ecuacion diferencial mediante los métodos
aprendidos y graficar en Matlab su solucion exacta y aproximada:
y" —4y =12x
Y(0)=4
Y’(0)=1

Lo realizamos por medio del método de coeficientes indeterminados

r2—4=0
r2 =4
=2
r,=-2

CFS {e?*,e~2*}
Yc = e?C, + e ?*C,
Y, = x%[4p + Ay x]
s->0-1-2
s=0

Y, =4+ Ax
Y, = A
Y, =0
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Donde:

y'—4y =12x
0 — 44, — 4A;x = 12x
—44, =12
—44, =0
Ay =0
A =-3
Y, = —3x
Y =e?*C; + e 2*C, — 3x
Y(0)=4
Y’(0)=1

4 = Cl + CZ
y' = 2e*C; —2e %*C, — 3
1=2C,—2C, 3

2=CI_CZ
C1=3
Cz=1

Encontramos la solucién exacta:

Y =3e?* + e %% —3x

Mientras que la solucidn aproximada es la dada por el ejercicio:

y"' —4y =12x

Para realizar las graficas de comparacion en Matlab ubicamos nuestra

ecuacién aproximada de forma:
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y=y1—~y =y
V=y=y" =y,
Obteniendo:
y'i=y,>> z(1) = y(2)
y', =12x + 4y, >> z(2) = 12x + 4y(1)

141




Heun2_sistema | Funcién | Funcion Script
s.m ejmlord | ejmlorden2e | Graficaejmlorden2
en2.m X.m .m

function functi | function [x,y]=Heun2 sis

[x,y]=HeunZ | on z=| [xreal, yre temas ('ejmlorde

sistemas(f,a | ejmlor | al] =|n2',0,1,[4

,b,y0,N) den2 (x | ejmlorden? 11,10)

h=(b-a) /N; , V) ex (x) plot(x,y(:,1))

x=a:h:b; z(l)=y | xreal=0:0. [xreal,yreall=

x=x(:); (2); 01:1; ejmlordenZex (x)

n=length z(2)=1 | yreal=3* (e ;

(y0) ; 2*x+4* | xp (2*xreal hold on

y=zeros (N+1, yv(1l); )) texp (- plot (xreal, yrea

n); z=z (1) 2*xreal) - 1)

yv(l,:)=y0; ; 3*xreal; grid on

end end title ('2DO

for k=1:N ORDEN
COMPARACION

kl=h*feval (f ejemplolorden?’'

P x(k),y(k, 1) )

)y ', xlabel ('Variabl
e

k2=h*feval (f independiente')

, x (k+1), v (k, ylabel ('Variabl

1) +kl) '; e dependiente')
legend ('Aprox',

y(k+1l,:)=y(k 'Exac')

, )+ (k1+k2) /

2;

end

end

% function

z=ejemplo 1 (

X, Y) i

z=Cco0s (2*x) +s

in (3*x);

% end

% function

z=ejerciciol

(x,¥) 7
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% function
= PVI 3

sx=y (1),
conejos;y=y(
2), linces

o°
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Variable dependiente

2DO ORDEN COMPARACION ejemplo1orden2

,/77

—T

>

Aprox

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Variable independiente

2.12. Ecuaciones Diferenciales lineales homogéneas

La forma general de expresar estas ecuaciones se da de forma:
y' =fxy)

Una solucion

y'=fl,yy)

Dos soluciones

Yy =y, y"y", .,y

Con n soluciones
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Como, por ejemplo:

1!

! .
y'"" = x3 + sinx + e?*

7!

y =fx3+sinx+ezx dx

, x4 2x
y' =Z—Cosx+7+C1x+C2
xS er
y’=%—5inx+T+C1x+C2
x6 er xz
y=m+Cosx+?+Clz + Cox + (5

2.13. Forma general de la ecuacion lineal de orden superior

Yyt )y T+ p()y" T+ e+ p(X)y
= g(x)si no es homogenea
y 4+ px)y" 1+ p(x)y* 2+ -+ p(x)y = 0 si es homogenea
CFS{y1,¥2,¥3, Y4 -, Yn}
Y =y101 + 20 + y303 + Y44 + -+ ¥ (5

Donde las soluciones deben ser linealmente independiente.

Y de este modo se realiza la matriz del wronskiano dependiendo de y™

Estas ecuaciones se representan de forma:

e e e A
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Por ejemplo:

y=e
y =re™
y” — rzerx
"o— p3grx
yTL — rnerx

El cual se iguala con las ecuaciones dadas obteniendo un factoreo como

lo realizamos en segundo orden, pero extenso donde:
e (any" "t + ap 1y + e+ apy) =0
Donde
(@ny™™ '+ an-1y"2 + -+ agy)
= 0 para cumplir con la igualdad

e #0
Se tiene tres casos:
1. Cuando todos los r sean diferentes

CFS{e™*,e™*,e"3*, ..., e™*}

2. Cuando todos los r sean iguales

CFS{e™*, xe™*,x2e™*, ..., x" " 1e™¥}
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3. Todos los conjugados calculados sean diferentes

CFS{e**cosa,x, e?*sina,x, e*?*cosa,x, e***sina,x,, ..}

Ejemplos
[
o yW+6y"+9=0
r*+6r’+9=0
T?>+3)@T*+3)=0
T34 =1% V3

y = C1C05\/§x + CzSin\/gx + C3xC05\/§x + C4x5in\/§x
® ylll+yll+3yl_5y:0
r3+r2+3r—-5=0

Mediante Ruffini

1 3-5
2

1
1 5

1 2 5
r—1D(r*+2r+5=0

1"1=1
—2++vV42 =20
3 = 2
3 =—1%2i
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2.14. Ecuaciones Diferenciales no homogéneas de orden

superior

Utilizamos la solucion de forma

Y=Yp + Yc
yr 4+ p)y"t + p()y" 2 4+ p(x)y = g(x)

De los cuales podemos usar dos métodos

a) Meétodo de coeficientes indeterminados

Ejemplo
I
ylll+yll+yl+y:4x

Debemos calcular Y=Y, + Yc
Comenzando por Yc
Donde:
y'+y"+y' +y=4x
r3+r2+r+1=0
r+1Dr+1)=0
rn=-1
T3 = *i
CFS{e™*, Cosx, Sinx}
Yc = Cie ™ + C,Cosx + C3Sinx
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Y, = x5[Ay + A;x]
s—>0-1-2
s =
Y, =Ap +Ax
Y, = 4,
Y, =0
Y, =0
Ay + Ay + Agx = 4x
A +A4,=0
A =4
Ay = —4
Y, = —4 + 4x
Y =—4+4x+ Cie ™™ + C,Cosx + C3Sinx

Para encontrar C;, C,yC5 necesitamos los siguientes datos:
Y(0)
Y’(0)

Y’ (0)

b) Método de variacion de parametros
Y+ o)y T+ p()y" TP+ + p(x)y = g(x)

Se desea encontrar:

y=Uy, + Uy, + Usys + -+ Upyp
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De segundo orden

U + U7 =0

Uiyll + U;ylz = g(x)
De n orden
U'y, + Uy, + Us'ys+...+U, 'y, =0
U'y',+ Uy, + Us'y's+...+U,'y, =0
Uy' 1+ U0y, + U3y s+ +U, Yy =0

U1'3’1n_1 + Uy, " 4 Uy 40,y =0

Generando una matriz

Yi Y2 Y3 v In U’y
Y1 ¥, ¥ Yn Uy’
v y's ¥'s oy Us'
)2 PR R ULt /A

Mediante la regla de Cramer se realiza un reemplazo del vector columna

en la columna de incognita.

Yi Y2 Y3 -+« Yn Uy
Y1y, Y3 Y U,
ylll yllz yII3 ...ylln U3,
n—-1 n—1

2"y T o Uy
W(yl y Y2, V3,00 yn)

V1
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Ejemplo

x3yul + xzyrr — ny’ + 2y = 2x*

CFS{x, %23}

122 1 " 2 ! 2
VA Y hay = I
Vp = Uiy + Uyy, + Usys
1
2 =
0 x X
1
0 2x ~ 32
2
. 2x 2 i3 2x(—1-12)
1= 1~ /4 2 N
2 1 x4
X X x (x2+x2) 0
1
1 2x ~ 32
2
0 2 3

X
U= | =2 = %X
1 f x 3

x 0 1
X
1
1 0 32
0 —2x % 2x
Ul — x = —-—
2 1 3
x x2 =
X
1
1 2x - 2
2
0 2 3
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=
)

| % vl

Uy
621

La Ecuacion Diferencial de tercer orden y primer grado se ha resuelto
mediante la técnica Variacion de parametros, lo que ha conducido a una

forma no lineal de la ecuacion como solucion.

2.15.  Aplicacion en vigas

¢QuEé es una viga?

Elemento estructural que va a soportar peso que se localizan en la parte
superior que se encuentra sobre dos apoyos, con una seccién transversal
que puede ser rectangular de acero, | o circular, la cual presenta un
esfuerzo donde las particulas se comprimen en la parte superior y en la

inferior traccionan (Cardona & Leal, 2024).

El mismo que posee un eje neutro donde existe una linea eléstica.
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Compresion

S SR

< —_—

wes™®

Traccion

La deformacidn se va a dar de forma X=distancia desde el origen de la

viga hasta cualquier punto.

Obteniendo la curva de deformacion.

Buscando encontrar f(x) respecto a cualquier punto.

0 I‘/' — Y (/_/,;} [ * ¥=F(X)

Tenemos datos dados que son:
EIY=f(x)

Y=deflexion, flecha o deformacion

f(x)

Obteniendo y = =
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También

EIY’=6(x)

6 es el angulo de giro
EIY’=M(x)

M=F*d

Ejemplo
N

Longitud de 0-10m
Carga puntual p; = 35K N con distancia de 7m

Carga distribuida W, = % (cada metro de viga soporta 20 KN)

D l_'-inr.rn
I—i
=W

(Mddulo de elasticidad) E=205 GPa
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En la mitad de la carga distribuida se coloca una carga

140KN

Donde % (7m) = 140KN

Z M, = 0 (movimiento antihorario) +

—140KN(3,5) — 35(7) + Rz(10) = 0
Ry = 73,5 KN

> B =0

R, — 140KN — 35KN + 73,5KN =0
R, =101,5KN
Tramo AC

20KN/m

- »

RA
Ely" = M(x)

Z M, = 0 (movimiento antihorario) +

2

20x
—-101,5(x) — +M=0
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M = 101,5x — 10x?
0<x<7

Tramo CB

20KN/m 35KN

mnnnn

3,5m -‘ ‘ ZZ
7m

Ra

101,5

z M, = 0 (movimiento antihorario) +

—-101,54+140(x —3,5)+35(x—-7)+ M =0
M = —-73,5x + 735

TramoAC 0<x<7
y' =6
Ely" = M(x)
Ely"” = 105x — 10x?

) _ 1015

Ely >

x% — ?x3 + C; Ec3

Ely = %Lsx3 — gx“ + C;x + C, Ec4
Condiciones contorno

Tramo AC

X=0 ;Y=0

0=C,
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EIf = 1343,42 + C,EC5
Ely = 3801,58 + 7C, Ec6

TramoCB 7<x <10
Ely" = —-73,5x — 735

Ely’ = 2242 — 735x + C; Ecl
Ely = 2253 = 2252 4 Cyx + €, Ec2
X=10; y=0

0 = 24500 + 10C5 + C,
Continuidad x=7
EI0 = 3344,25 + C;Ec7
Ely = 13805,75 + 7C5 + C,Ec8

Igualamos las ecuaciones
Ecuaciones5y 7

1343,42 + C; = 3344,25 + C;

¢, — C; = 2000,83
Ecuaciones 6y 8
Ely = 3801,58 + 7C, = 13805,75 + 7C;5 + C,
7(C; — C3) = 10004,17 + C,
7(2000,83) — 10004,17 = C,
C, = 4001,64
0 = 24500 + 10C; + C,
C; = —2850,164
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C, = —849,33

CZ = 0
Tramo AC
101,5 10
EIO = x? ——x3 —849,33
2 3
Ely = 1015 5 5 849,33
y = 6 X 6x ) X
Tramo CB
EIf = — - > x2 — 735x — 2850,164
—73,5 735
Ely = c x3 — sz — 2850,164x + 40001,64

Cuél es la deflexion en x=5

Tomamos el tramo AC
26529

y=-
2,05x108 K—]\ZI * 1,6x1073m*
m

KN
E =205GPa = 2,05x108—2
m

1
1= 03)(04)° = 1,6x107m*

y = —8,09x1073m — 8,09mm
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Se comprueba mediante MD solid que son correctos los datos
calculados.

0,08631

499
mm v Deflection Diagram

le

2.16.  Taller Segundo Parcial

Resolver los siguientes problemas

Encontrar la solucion exacta de la Ecuacion Diferencial y" + y' —
2y=xe>* con y(0)=1;y’(0) = 1, ademas comparar graficamente con

la solucion aproximada dada por el método de HEUN2 en Matlab.

yu + yl _ 2y2X6'3X

ri4+r—-2=0

r—1D@+2)
n=1
T, = —2

159




CFS {e*, e~ %}
Yc =e*C, + e 2*C,

Y, = x°[Ay + Ay x]e™*
s—=>0—-1-2
s=0
Y, = Ape ™3 4+ A;xe™3*
Y'y, = —34pe73* + Aje 73 — 34,xe™%*
Y", = 94pe73* — 34173 + 94 xe™3* — 34,73
9Ape™3* — 34,73 + 94, xe 3¥ — 34,673 =340 3 + Aje 3
—3A;xe7 3% — 2473 — 2A4,xe7 3% = xe™3%
44, — 54, = 0
44, = 1

1
1==+(C+C
2t Gt G

3 5 15
——e 3 4 — T3 — —xe T3 4 e¥(C, — 2e7%C,

I=-7 16 16
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Crear una funcion problemataller2.m para la solucion aproximada,
Crear una funcion soltaller2.m para la solucion exacta que los
valores de x sean independientes, creando un vector xreal de 0 a 3
en intervalos de 0.01.

Crear la grafica de comparacion, (solucion aproximada con
HEUN2SISTEMAS con 10 puntos xe[0,3]).

Crear un script con los comandos utilizados para crear las graficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del grafico, leyendas y mallado) con el

nombre de graficotall2.m

SOLUCION EXACTA 1.5 1
(funcion respuesta y=gxe Tt g8 T T3¢

implicita y(x)) 49
+ 488
VALORDE ClyC2 c1= 1
(constantes de T3
integracion) 49
2=—
¢ 48
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Funcién Funcion Script
problematall soltaller2.m graficotall2.m
er2.m
function function [x,y]=Heun2 sistemas (

z=problema
taller? (x,

y)
z(1)=y(2);
z(2)=(x.*e
Xp (-3*x)) -
y(2)+2*y (1
) ;
z=z(:);
end

[xreal,yreal] =

soltaller?2 (x)
xreal=0:0.01:3
yreal=(1/4)* (x
real.*exp (-
3*xreal))+(5/1
6) *exp (-
3*xreal) -
((1/3) *exp (-
2*xreal) )+ ((49
/48) *exp (xreal
));

end

'problemataller2',0,3
,[111,10)

plot (x,y(:,1))
[xreal,yreal]=soltall
er2 (x);

hold on

plot (xreal,yreal)
grid on

title ('2DO ORDEN
COMPARACION taller 2')
xlabel ('Variable
independiente')
ylabel ('Variable
dependiente')

legend ('Aprox', 'Exac'

)

2DO ORDEN COMPARACION taller 2
T T T

o
T

Variable dependiente
3
T

—— Aprox
Exac

Resolver la Ecuacién Diferencial x2y" + xy’ + 9y

15

Variable independiente
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d*y dy
22 Y Lo 2L -
xtogtax—+ By =g(x)

x?y'"+a xy' + By = g(x)
x=1
B =9
x =e*
Obtenemos
z =lInx
dz

_1
dx  x

Reemplazando en la ecuacion:
d?y d

y
F+(oc —1)E+ﬁy:0

d?y .
177 + 9y = sin(3z)

y'+9y =0
r2+9=0
i, = V=9 = 3i
CFS {e%co0s3z,e%sin3z}
CFS{Cos3z,Sin3z}
Yc = Cos3zC; + Sin3zC,
Y, = z°[Ap]sen3z + [By]cos3z
s->0-1-2

s=1
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Yy, = Agzsin3z + Byzcos3z
Y', = Agsin3z + 34yzcos3z + Bycos3z — 3Bzsin3z
Y", = 3Aycos3z + 3Aycos3z — 9A,sin3z — 3B,sin3z — 3B,sin3z
— 9Byzcos3z
Y", = 6Aycos3z — 9A,sin3z — 6B,sin3z — 9Byzcos3z
6Ayc0s3z — 9Ayzsin3z — 6Bysin3z — 9Byzcos3z

+ 9A4yzsin3z + 9Byzcos3z = sen(3z)

Ay =0
B — 1
0= "%
1

Y, = —EZCOS3Z

1
y = —EZCOSSZ + Cos3zC; + Sin3zC,

1
y = ~3 (Inx) cos(3lnx) + Cos(3Inx)C; + Sin(3lnx)C,

2.17. Prueba Segundo Parcial
Resolver el siguiente problema

Encontrar la solucion exacta de la Ecuacion Diferencial y" —y' —
2y=e>*(x2+1) con y(0)=m;y’(0) = n, ademas comparar
graficamente con la solucion aproximada dada por el método de HEUN2
en Matlab. (la letra m es el dltimo digito del cédigo del estudiante, y la

letra n es el ultimo digito de la cedula del estudiante).
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e Crear una funcion pruebaprox2.m para la solucién aproximada
(HEUNZ2 con 5, 10, 100 y 1000 divisiones, x€[0,1]) y graficar de
color verde.

e Crear una funcion pruebaex2.m para la solucién exacta que los
valores de x sean independientes, creando un vector xind de 0 a 1
en intervalos de 0.001 y graficar de color rojo.

e Crear un script con los comandos utilizados para crear las gréaficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del grafico, leyendas y mallado) con el

nombre de graficaprueba2.m

SOLUCION (x) = Cie?* + C,e™™ +§e3x —Exe?‘x
EXACTA Yx)="ta 2 32 3
(funci6n respuesta 4 1, .
implicita y(x) 4% €
VALOR DE C = 10 _ 361
ClyC2 173 N f2T g
FUNCION FUNCION Script
pruebaprox2.m pruebaex2.m graficaprueba2.m
function function %[x,y]l=Heun2Z sistem
[z]= [xreal,yreall= as ("nombre de la
pruebaprox?2 ( gruebanZ (%) funcion
X, V) s[valores de | aproximada',valor
oy es la entradal=solucio de
1
variable de gnexaci?a(va ores inicio,Vfinal,valor
i e salida) T
salidada xreal=0:0.001:1; de [yI(O) divido por
5X, Y % xreal=valor | €SpPacilo y'(0)] o
varibles de | iniciall del | condicion
entrada intervalo:increm inicial,N° de
z(1)=y(2); ento:valor final | divisiones)
% Z(1l) es la | del intervalo;
primera
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derivada de
y sub

z (2)=exp (3*x
)ty (2)+2*y (1
)

%$solocambiar
esta vy el
monbre de a
funcion
%esto es
segun la
ecuacion
(segunda
derivada de

y=12*x+4*y (1
))

% 72(2) es la
segunda
derivada de
y sub
z=7z(:);

% (:) es

para que nos
de una mtriz
de
respuestas
end

p=(3/11) *exp (2*x
real)+(353/96) *e
xp (=
l*xreal)+(21/32)
*exp (3*xreal);
gg=exp (3*xreal) ;
tt=(5/8) *xreal;
ttt=exp (3*xreal)
*tt;
b=ttt+(1/4)* (xre
al*xreal) *gg;
yreal=p+b;
solucion a la que
se llego

end

% esta es la

[x,y]=Heun2 sistema
s ('pruebaprox2',0,1
,[8 51,1000)

%pra graficar las
conponentes de la
funcion y la inicial
del color en ingles

%dado que la
funciond e euler

travaja dando como
resultdo

sdos columnas y vy
y' de le designa con
que clumna se va a
travajar con (:,1)
% que indica (/todas

la filas, primera
columna)
plot(x,y(:,1),'g")
%poder grafiacar
otra adicional

hold on;

[¢)

% si primero no le
manda a corre la
solucion aprocimada
%no te va correr la
exacta

[xreal, yreal]=prueb
aex?2 (x)

plot (xreal,yreal,'r
")

%para activar el
cuadriculado
grid on;
$nombre
funcion;
legend('solucion
aproximada', 'soluci
on exacta'):;
%gnombre de cada uno
de los ejes x 0y
xlabel ('tiempo') ;

dela
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ylabel ('distancia')
%$titulo de grafica
general

title ('prueba del
segundo parcial');

Grafico Completo 5 Divisiones

prueba del segundo parcial
40 T T T T T T

—— solucion aproximada
— solucion exacta

351

distancia
N
o

N
(=]

107

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo
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Grafico Completo 10 Divisiones

40

357

w
o
T

distancia

N
(=]

1071

N
4]
T

prueba del segundo parcial

—— solucion aproximada
— solucion exacta

0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 0.9

tiempo

Gréfico Completo 100 Divisiones

40

357

30

distancia

n
(=]

1071

N
o
T

prueba del segundo parcial

solucion aproximada

— solucion exacta

0 0.1 02 03 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9

tiempo
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Grafico Completo 1000 Divisiones

prueba del segundo parcial

40
" solucion aproximada
— solucion exacta
35
30
~25¢F
(5]
c
N
R
©27r

107

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
tiempo

Resolucién Prueba Segundo Parcial
o y'—y' —2y=e>(x*+1) cony(0)=m;y'(0) =n,
m=8yn=>5
Hallar y,
r2—r—-2=0
b? — 4ac
(-1)?2—-4(1)(-2)=9>0
1-2)r+1)=0
n=2 A rn=-1
{er; e—lx}

Ve = Cre** + Ce™
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Hallar y,
y"' —y' =2y =e3*(x*+ 1)
Yp = x5[Ag + Ayx + Ayx?le3*
S=0
yp = Age* + Ajxe’ + Ax%e3*
Yy = 340 + A1e3* + 34,xe3* + 24,xe>* + 3A,x%e*
Yy = 94pe® + 34,3 + 34,3 + 9A,xe3* + 24,e%* + 64,xe3*
+ 64,xe3* + 9A4,x2%e3* >
Yy = 940e>* + 64,63 + 94, xe3 + 24,3 + 124,xe*

+ 94,x%e3* >

Y' =y = 2y=e¥(x*+1)

Sustituye:

940e3* + 6A,e3* + 9A xe3* + 24,e3* + 124,xe3* + 9A,x%e3*
— (34pe3* + Aje3* + 3A,xe3* + 24,xe3*
+ 34,x2%e3%) — 2(Aye3* + A xe3*
+ A,x%e3)=eF(x? + 1) -
94,e3* + 64,e3* + 9A,xe3* + 24,e3* + 124,xe3* + 9A,x%e3¥
—3A4,e3* — A;e3* — 3A,xe3* — 24,xe3*
— 3A4,x%e3% — 24,e3%¥ — 24, xe3*
—24A,x%e3¥=e*(x2 + 1) >
4A,e3* + 54,3 + 4A,xe3* + 24,e3* + 104,xe3*
+ 4A,x%e3*=e*(x? + 1) >
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4A0 +5A1 +2A2 =1

44, + 104, = 0
4A 1-A 1
= - = —
2 2 4
10 5
4'141"|'].0142:0—)141:—1_6_)141:_§
25 1 23 2 8
44, + 54, +24, =1 A —?_TLl_,A _8°8%8_,
0 1 2 = 0= 0= 4 0
29
-8
4
422
0732
A0_3—2 Al__§ A A2:_
29 5 1
Yp = 35 €%" —gxed +oxte
y:yc+yp
29 5 1
Y= Cietd Get d gy et —gxe 4 gate™
Cuando:
y(0) =38

29 5 1
V=Gt G dgp et mgret dgxte™

29 1
8 = CleZ(O) + Cze—O + §e3(0) + Z(0)263(0)

227

29
8—C1+C2+§—)C1+C2_§
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Cuando:

y'(0)=5
87 15 5 3
y' =2Ce* — Cre™ + 3—2e3x — gxe“ — §e3x +sze3x
2
_ 3x
+4xe
67 11
y' =2Ce** —Cre™ + §e3x —gxe“ + sze?’x -
5=2Ce*® — (e 4 &7 30 —2(0)83(0) +§(O)Ze3(°) -
32 8 4
67 93
5=20,—C 5526 -G =
227
Cl + CZ = 5 10
20, — Cy = —
1 2 32
Co+C 227 c 227 10 c 361
= — > = — = —_—
RV 2732 3 27 96
Matlab:
Solucién exacta:
. _1o 361
173 N M7
5
y = Ce?* + Ce™* + —e3* —gxe3x +—x2%e3%
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Solucion aproximada:

{y = _ Vi =Yz

Y =y2 Tyb=e3*(x2+ 1) +y()+ 2+ ()(Q)
{ z(1) = y(2)
z(2) = e3*(x? + 1) + y(2) + 2y(1)
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CAPITULO 3

Sistema de ecuaciones




Capitulo

3. Sistema de ecuaciones

3.1. Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias simultaneas consisten en dos o
mas ecuaciones con derivadas de dos 0 mas funciones desconocidas
de una sola variable independiente. Si X, y, z son funciones de la
variable t (Paye & Paye, 2020).

Ejemplo 1 explicativo
N

4d2x_ .
{dtz_ xTy

— sistema de ecuaciones diferenciales

2d%x
k e 2x — 9y
Donde t es la variable independiente
4d%x
az Xty L xX=0.(0)
2d%x y = 0,(t)
a7 - 2x — 9y
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Para resolver se debe encontrar una funcion ‘x’ que dependa de la
variable t, y también una funcion ‘y’ que también dependa de la variable

t, con esto se resolveria el sistema de ecuaciones.

Ejemplo 2 explicativo

x'+3x—-2y'—2z'=0
x'"+9y’' +2z' =3t - sistema de ecuaciones diferenciales
x+5y —9z' =et

En este ejemplo se tiene 3 variable (incdgnitas) los que son xX’, y’ y z’.
x'+3x—-2y'—2z'=0 x = 0,(t)

x' +9y'+2z =3t =y = 0,(t)
x+5y'=92'=e" ;= 0,0)

Al ver estos ejemplos se observa que tanto las variables x, y, z, X", y’ €

z’ dependen de una sola variable independiente que es ‘t’.

Cuando se tiene 2 0 3 ecuaciones en un sistema es fécil de trabajar por
el uso de las variables X, y, z, pero si se tiene mas ecuaciones 0 mas

incdgnitas se debera trabajar con vectores.

Ejemplo 2 explicativo (vector)

x'+3x—-2y'"—2'=0
3t Sx=y=Xx3,Z=2Xx3

t

x'+9y' + 272 =
x+5y'—9z' =e
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x'+3x—-2y'"—2'=0 X1 +3x; — 2% —x3' =0
x'+9y'+2z2' =3t -<{ x;'"+9x,"+2x3' =3t
x+5y —9z' =e¢t X, + 5%, —9x5’ = et

VECtOr X =< X1, X3, X3, cor vee ven ver ve wen ey X >

La solucién de un sistema en un conjunto de funciones suficientemente
diferenciables x = @,(t),y = 0,(t),z = 05(t), que satisfaga cada

ecuacion del Sistema en un intervalo comun I.

3.2. Ecuaciones sistematicas

Primer método para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficiente constante, se basa en el principio algebraico de
la eliminacion sistematica de variables. Es andlogo de multiplicar una
ecuacion algebraica por una constante, es operar una ecuacion
diferencial con alguna combinacion de derivadas. Para este fin se
formulan las ecuaciones de un sistema en términos del operador
diferencial D (Ross, 2021).

forma general de una ecuacion dif erencial lineal
Y™ + A YT+ Ay TR 4 e+ apy" + agy’ +agy = g(b)
\)
Operador diferencial D
(a, D" + an,_D™" 1+ a, ,D"" 2+ - ..+ a,D? + a;D + ay)y
=g
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Ejemplos
- A

{x’+x+y”+2y’=9t
xll+xl_yll+3y=et

Primer paso

Llevar al operador D
{ (D + Dx + (D? + 2D)y = 9t
(D? +D)x + (—9D?+3)y = et
{x” + 2x"+y" = x4+ 3y + sin(t)
[ ]
x'+y' =—4x+2y+e’t

{x” +2x"' —x+y" =3y =sin(t)
x'+4x+y —2y=et

{(D2 + 2D — 1)x + (D? — 3)y = sin(t)
(D+4)x+(D—-2)y=et

Ejemplos resueltos
{y’—2x=0_){x2’—2x1=0
x’—?)y:() x1,_3x2:0

{(D)y —-2x=0 (D) {Dzy —2Dx =0

(D)x—3y=0"(+2) 1 2Dx—6y=0
Una vez remplazado los valores por el operador D, se multiplica por

valores que ayuden a encontrar el conjunto fundamental de soluciones

de y.
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=D2-6=0
_D2_6
=D =+V6

CFS{eV6*t, e~V6t}
y = C,eVort 4 C,e~Vort

Una vez remplazado los valores por el operador D, se multiplica por
valores que ayuden a encontrar el conjunto fundamental de soluciones

de x.

(D)yy—2x=0 (3) 3Dy —6x =0
{(D)x— 3y=0" (D) {sz— 3Dy =0

=D?’x—6x=0
=D2—-6=0
=D2=6
=D=+V6
CFS{eV®+t, e~Vorty
x = C3eV6*t + CeVort

Y = CV6 % eVert — (/6 x e Vot
x' = C3V6 % eVort — C,\/6 % Vot
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Los valores de x e y se remplazan

{x = CzeVort 4 C e Vot
y = C eVt 4 Ce~Vort

y' = (V6 * eVort _ C,V6 * e—Vert
x' = C3V6 % eVort — C,\/6 % e=Vort

Se reemplazan los valores de x’, y’, X e y para asi poder encontrar los

valores de C; ,C,, C5y C,.

{y’—2x=
x'—3y=0
y'—2x=0

Cl\/g * e\/g*t _ CZ\/E * e_\/g*t _ 2(C3e\/g*t + C4e—\/g*t) =0

Vo't (C,V6 — 2C5) + Vot (=, V6 — 2¢,) = 0
CN6—2C;=0; —C,V6—2C, =0
_ Cl\/g _Cz\/g

C, = ; =
3 2 4 2
{X = C3e\/€*t + C4e_ 6+L

y = C,eVe*t + C,e~Vort

_OV6 e CVE g
X = ) * e — ) e

y = C,eV6t 4 Cye~Vort
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3.3. Sistema de Ecuaciones (Matlab)

Ejemplo
Y
{x1’=x1+x2 _){x’=x+y 2, (0)=1
X, =4x, —2x, y' =4x -2y x2(0)=2

{ xll—xl—x2=0
—4x1+x2'—2x2 =O

{ xll—xl—x2=0 _){ (D—l)xl—x2=0
—4‘X1+XZI+2.X2 = 0 _4x1+(D+2)x2 =0

Una vez remplazado los valores por el operador D, se multiplica por
valores que ayuden a encontrar el conjunto fundamental de soluciones
de X;.

D-1Dx;—x,=0 [D+2)
{—4x1 +(D+2)x=0" (+1)

(D —1)(D +2)x, — (D +2)x, = 0
_){ — 4, + (D +2)x, = 0

= (D —1)(D +2)x; — 4%, = 0
=(D-1)D+2)—4=0
=D*—2D-D-2-4=0

=D2+D—-6=0

(D+3)(D-2)=0
=D, =-3
=D, =2

181




CFS{e 3", e?*t}
X1 = Cle_3*t + Czez*t

Una vez remplazado los valores por el operador D, se multiplica por
valores que ayuden a encontrar el conjunto fundamental de soluciones
de X,.

{ xll_xl_x2=0 _){ (D_l)xl_szo
—4X1+X2'+2x2 = 0 _4x1+(D+2)x2 = 0

(D—1Dx;—x,=0 (4)
{—4x1 +(D+2)x,=0"(D—-1)

4D —1)x; —4x, =0
- {_4(1) ~ D+ (@ -DO+2x=0"

= (D —1)(D +2)x, —4x, =0
=(D-1)({D+2)—-4=0
=D?—-2D-D—-2—-4=0

=D*+D—-6=0

(D+3)(D-2)=0
=D, = -3
=D, =2

CFS{e 3", e?*t}

XZ = Cge_s*t + C4,€2*t

{Xz = Cze 3t + Ce?t { X' —x;—x, =0
Xl = 616_3*t + Czez*t _4'x1 + le + 2x2 = 0

Xll == _3619_3*t + 26262*1:
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Se deriva X; Yy se reemplaza en la ecuacion para asi poder encontrar los
valoresde C;y C,
x1' - xl - xz = 0

~3C1e™ 4 20,67 = Cre ™I = Coe?t — Cie T + Cpe? T = 0

6_3*t(_3C1 - Cl_C3) + ez*t(ZCZ - CZ_C4) = 0
_461_63 = 0, CZ_C4 =0
C3 == _4'C1, CZ == C4,

{ X1 - 618_3*t + Czez*t
XZ == (—4‘61)8_3*t + Czez*t

{X Xl = 618_3*t + Czez*t xl(O) = 1
2 = (—4‘C1)e_3*t + Czez*t xz(O) = 2

{ 1 = C160+C260
2 = (_4'61)60 + Czeo

{1:C1+C2 _)C1:1_C2
2:_4'C1+C2

Se despeja C; de la primera ecuacién y se reemplaza en la segunda
ecuacion

2=—4(1-C,)+C,

2=—4+4+4C, +C,

562=6
C—6
S
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C1:1_C2

6
G=1-3
C = 1
75
X, = Cie 3 + Ce®t
NP T

Una vez encontrado los valores de C; y C, se reemplaza en la ecuacion
de X,

XZ == (—4‘61)6_3*t + Czez*t

1 6
XZ = —4(— §)€_3*t + gez*t

4 6
X, =—e 3t 4 —e2
275 5

1 6
X, =——e 3ty et

5 5

4
X, =—e 3t 4 —e2t

5 5

— solucién particular exacta

Cambio de variable para Matlab

Para el cambio de variable en Matlab la variable ‘y’ la lee como la
variable dependiente, en este ejemplo nosotros tenemos dos variables
que son x; y X,.

Sabiendo esto x;yx, se cambian por las variables
y(1) e y(2) respectivamente, pero si son derivadas se cambia las

variables x;" y x," por z(1)y z(2) respectivamente (Agud & Pla, 2020).
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{

x1' == xl +x2

le = 4x1 - 2x2

{ z(D =y +y(2)
z(2) =4y(1) — 2y(2)

te[0 1]
Funciones en Matlab
Funcién | Funcién Funcidn Script
Ejmlsism | Ejmlsisexl.m | Ejmsisex2.m Graficoejeml.m
functio function function [x,vy] =
n [t,x1]=ejm [t,x2]=ejm | Euler per856sistemas (
z=ejmls lsisexl (x) lsisex2 (x) 'ejmlsis',0,1,100, [1
is(x,V) t=0:0.001": t=0:0.001": 21])
z(1)=y( 1; 1; $GRAFICO DE X1
1)+y(2) x1l=(- x2=(4/5) *e subplot(2,1,1)
; 1/5) *exp (- xp (- plot(x,y(:,1),'b")
z(2)=4%* 3*t)+(6/5) 3*t)+(6/5) hold on
y(1l)- *exp (2*t); *exp (2*t) ; [t,x1l]=ejmlsisex]l (%) ;
2%y (2) ; end end plot(t,x1,'r")
z=z(:); xlabel ('VARIABLE
end INDEPENDIENTE "t"'")

ylabel ('VARIABLE
DEPENDIENTE "X1"')
title ('APROX vs
EXACTA DE X1'")
grid on
legend ('aproximada', '
exacta')
$GRAFICO DE X2
subplot (2,1,2)
plot(x,y(:,2),'b")
hold on
[t,x2]=ejmlsisex2 (%) ;
plot(t,x2,'r")
xlabel ("VARIABLE
INDEPENDIENTE "t"')
ylabel ('VARIABLE
DEPENDIENTE "X2"')
title ('APROX vs
EXACTA DE X2')
grid on
legend ('aproximada', '
exacta')
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Grafico Completo
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CAPITULO 4

Transformada de Laplace y
series de Fourier




Capitulo

A

4. Transformada de Laplace y series de Fourier

4.1. Transformadas de Laplace

Son transformaciones de funciones que dependen de (t) a otra funcion

que a su vez dependen de (5).

f(t) definida Vvt >0, la transformada de Laplace denotada por

LIf®Tof(s)

Definicion de Laplace

LIFO1=["e f(£) dt = f(s)
L[] =fe™t (1) dt= = e
L£[1] :o+§
L£[1] = %

1

Formula: £[1] = .
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Ejemplos
Y

e Encontrar la transformada de Laplace de 5

e Encontrar la trasformada de Laplace de £ [e®]

o)

Llew] = [ et () de

Resolvemos la integral

®©  —st+at _ ® —t(s—a) _ 1 —ts-a)|®
Jy e dt = [e dt = —e l,

Por el Segundo Teorema fundamental del calculo tenemos la siguiente

respuesta de la integral

Formula: £ [e¥] = —

e Encontrar la transformada de la place de £ [e%!]

o] = 1

L[e”] = prs

2

L [e ] - s+9
Sol:
s+9
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4.2. Propiedad de linealidad

Las propiedades de linealidad dicen que como la trasformada de Laplace
es una integral las constantes pueden salir delante del signo de
integracion (Plaat, 2021).

Llaf(®) +bg(®)]=allf(®)] £bL[g(®)]

Ejemplo
L[25+ e 3t + 2e%]

Sacamos la transformada de cada término de forma individual
L[25+ e 3t +2e%] = 25L[1] + L [e73] + 2L [e*]

1

L[25+ e 3t +2e%]= 2+ 2
S s+3 s—4

soh 24+ 4+ L
S s+3 s—4
4.3. Otras funciones

Trasformada de Laplace del coseno hiperbolico
L [cosh(at)]

Se debe transformar a la forma algebraica para poder resolverlo y

desarrollarlo

L [cosh(at)] =L Eeat] + L Be—at]
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ety p—at
2
= L[e®]+ -L[e™]
1 1 _ 1 (s+a+(s—a))
2(s—-a) 2(s+a) ) (s—a)x(s+a)

Forma algebraica: cosh(at) =

L [cosh(at)]

L [cosh(at)] =
L [cosh(at)] = %* (L)

(s—a)x(s+a)

S

L [cosh(at)] = =

Formula: £ [cosh(at)] = =—

—a?

—a?

Trasformada de Laplace del seno hiperbdlico
L [sinh(at)]

Se transforma el seno hiperbolico a la forma algébrica para poder
desarrollarlo, y aplicamos la propiedad de linealidad para sacar la
transformada de Laplace de cada término individualmente (Guzméan

Roldéan et al., 2021).

at —at

Forma algebraica: %

L [sinh(at)] = %/_; [e] — %L [e~]

1 1 _ 1 (s+a—(s—a))
2(s—a) 2(s+a) T2 (s—a)x(s+a)

L [sinh(at)] = %* (Z—a)

(s—a)x(s+a)

L [sinh(at)] =

a

L [sinh(at)] =

52_a2
Formula: £ [sinh(at)] = 5=—

—a2
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Ejemplo
S N

L [9 cosh(4t) + 25 sinh(9t)]
Aplicamos propiedad de linealidad

L [9 cosh(4t) + 25sinh(9t)] = 9L [cosh(4t)] + 25L [sinh(9t)]

Aplicamos las formulas obtenidas

N

£ [9cosh(4t) + 25 sinh(98)]=  9(5"—)+25(57)

225

£ [9cosh(4t) + 25sinh(98)] = (o) H(o—)
Trasformada de Laplace del seno y coseno
L [cos(wt)] L [sin(wt)]

Se transforma el seno y coseno mediante la identidad de Euler para

poder realizar la trasformada de Laplace.

4.4. ldéntica de Euler
e~ = cos(wt) + i sin(wt)
L [e™t] = £ [cos(wt)] + iL [sin(wt)]

Sacamos la transformada Laplace de £ [e™¢]

(

1

S—iw

)= L[cos(wt)] + iL[sin(wt)]

Parte real  + parte imaginaria
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(S+lW) (

S+iw’ ‘s—iw

)= L [cos(wt)] + iL [sin(wt)]

(SZST;:VZ) = L[cos(wt)] + iL [sin(wt)]
i?2=-1
i=+-1

Remplazamos el valor de (i) por el valor de (-1)

G = G = (G * (Gosd)

$2—i2w?2 s2+w?2 s2+w?2

Se igualan las partes de la ecuacion de la parte real de lado izquierdo;
este tiene que ser igual a la parte real del lado derecho al igual que la

parte imaginaria de la izquierda debe ser igual al de la parte derecha.

(52+w2) L [cos(wt)]
(szlr/wz) = iL [sin(wt)]
Formulas: L [cos(wt)] = ﬁ
L [sin(wt)] = #

Ejemplo

L [9sin(3t) + 3 cos(9t)]
L [9sin(3t) + 3 cos(9t)] =9L [sin(3t)] + 3L [cos(9t)]

=)+

3s
s2+81

£ [95sin(3t) + 3 cos(90)] = (—

=)+ (

5249

Sol: (= )

s2+9 52+81
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Explicacion de las factoriales

Toda factorial se resuelve por integrales como se procede a explicar, se

puede encontrar factoriales de todos los nimeros a partir de fooo e"tdt

esta integral:

Funcién gama
M(x) = j ettt 1dt
0

M(x +1) = f e tt*dt
0

Con este procedimiento se esta obtenido (n) factorial (n!)

1'=1
2!1=2
3'=6

41 =1%2%3 x4
0l=1
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Resolucion

L[t?] a=0
xet "
fO E Idt—n'

[t°] = [ et t* dt

Se aplica un cambio de variable

x = 5t t== dtzidx

N

Este cambio aplicamos a la trasformada de Laplace

L[t = [ e (D .2 dx

Todas las (s) son constantes por eso se sacan de la integral

L[t*] = f e . x% dx

s s

1
L[t?] = gl a!

al
sa+1

Formula: L[t?%] =

Ejemplos
[ Y

e Encontrar la trasformada de L[t"]
5! 120
L) =5 =2

120

Sol: —
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Encontrar la trasformada de L[t]

1
£ =5
1
—2_
53/2

Sol:

4.5. Trasformadas inversas

Hasta este momento hemos estado en sentido de f(t) a F(s) mediante
la L[f(t)] pero ahoracon la inversa lo que se planea es ir en el sentido

contrario es decir de f(s) a f(t) mediante la inversa de Laplace

L7f(S)]

LIf@©)]

formula: L[cos wt] Ar

s2+w?2

f@® F(s) Formula: L[t?] =

N el

Ejemplos

a!
sa+1

i e

Aplicamos la formula

$2+425

L‘l[ = ] = cos(5t)
Sol: cos(5t)

e Calcular la trasformado de Laplace £7* [(z—f)]
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-1 [(15)

No se parece a la formula, pero se le puede agregar el (6!) tanto al
numerador como al denominador sin alterar la ecuacion ya que son

términos contantes

Sol: 2 t6

Comprobacién

15¢6 15 6! _ 15
L[ ] el ST 5_7
e Encontrar la trasformada de Laplace de L‘l[szf16 + é]

-1 9 1
[52—16 T E]

Le alteramos las ecuaciones para que se parezcan al de las férmulas que

tenemos

zL_ [SZ 16]+L S 2]

-1[_2 N 2t
L [52_16 + S_Z] = 3 sinh (4t) + e
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4.6. Primer Teorema de traslacién

El primer teorema de traslacion consiste en poder encontrar la
trasformada de Laplace de una multiplicacion de una funcion f(t) por

una funcioén siempre que sea (e®")

LIf®)] =F(s)
Lle® f(O)] = F(s —a)

Demostracién

F(s) = ["e™st f(t)dt

Vamos a trasladar (-a)
F(s—a) = [ e =Dt f(t)dt
F(s—a)= foooe_“ e f(t)dt
LIf(®).e*]

La inversa

L7f(s —a)] = e f(8)

Ejemplos
- A

e L[e% sin(2t)]

Primero la trasformada de Laplace de sin(2t)

2
+4

L[ sin(2t)] = =
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e =¢% entonces el valor de (a=9)

Desplazamos la variable s menos a nimeros o a términos

2
(s—9)2+4

L[e® sin(2t)] =

Sol: —2

T (5—9)2+4

e Encontrar la trasformada de Laplace L[e® t*]
4!
L[et t4] = S_S

at

e a=3

4t

Sol: @

e Encontrar la trasformada de Laplace £71]

L7

52—25—15]
4
s2—2s5-15

4

— -1 4
1 => L [(5—5)(s+3)]

Aplicamos fracciones parciales

4 _ A B

(s=5)(s+3) _ s—5 ' s+3

4 = As +3A + Bs — B5
4=34-B5 4=3(-B)—5B =>B=—2%

0=A+B A=-B A:%

Con los valores encontrados remplazamos en la ecuacion

A4 gy,
[52—25—15] =L [s—s s+3}
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L I, Tt I RE T DRt T
L [32—25—15] _ZL {5—5] 2‘C [s+5]
1
2

L —2

1
- ] — eSt__ 3t
s4—25—15

e
2

1 1
Sol: = e5t — =3t
2 2

4.7. Teorema de la transformada de Laplace de la derivada de una
funcion
LIf®]=f(s),entonces L[[f'()]] =s L [f(®)]*f(0)
f(@®) = f(0)
Demostracion
LIF®]= [ et f() dt
LIf'®]= [ et f'(t) dt
u=e-st dv= f'(t)dt
du=-sestdt v = f(t)
LIfOI=e*fO = [f®) (=se ™ dt)

LIFf'®O]=eStf@)Ig+ s e St f(t) dt
L[f@®)]
Por el segundo teorema fundamental del calculo

LIf'®)]=—=f(0) +sL[f(®)]
LIf'O]=sLIfF®)] - £(0)

m—
f(t) evaluado en cero

Formula: L [f'(©]=s L [f(®)] - f(0)
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Teorema de Laplace de la segunda derivada
LIf'OI=sL[fO]-f(0)
LIf"(O] = [s[LIF®]] = f'(0)]
LIf"®] = slsLIf(©] = f(0)] - £'(0)
LIf" O] = s*LIf (O] —s f(0) — £'(0)
Formula: L[f"(t)] = s2L[f(t)] —s f(0) — f'(0)

Teorema de Laplace de la tercera derivada
LIF"(®)] = sLIf"(®] = £"(0)
LIF" ()] = s [s* LIF®] —sf(0) — f(0) ] —£"(0)
LIF" ()] = s> LIfF®)] —s2£(0) — sf'(0) — f"(0)

Férmula: LIF"'(8)] = s LIf (D] = s*f(0) — s£'(0) — £ (0)
Ejemplos
- A

e Encontrar la trasformada de Laplace de L[cos? ¢]

L[cos? t]
f(t) = cos?t
Por identidad trigopnométrica
f'(t) = —2costsint = —sin2t

Férmula de la primera derivada

LIf'OT=sL[f(®O]-f(0)
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L[—sin2t] =s L [cos?t] -1
-2
s?2+4

= sL[cos?t] —1

Despejo (s)

( 2 +1>+s= L [cos? t]

s2+4
1 2 — Llcost]
s s(sz2+4) €os
1 2
Sol: s s(s2+4)

e Encontrar la trasformada de Laplace de £ [t sin(t)]

L[t sin(t)]
f(t) =tsint
f(0) =0sin(0) =0

Se determina primera derivada para llevar a (t sin(t)) a términos que sean
mas faciles de manejar
f'(t) = sin(t) + t cos(t)
f'(0) = sin(0) + 0cos(0) =0

Se determina la segunda derivada de (t)
F'"(t) = cos(t) + [cos(t) — t sin(t)]
F'"(t) = 2 cos(t) — t sin(t)
Se aplica la formula de segunda derivada

LIf"®] = s?LIf (O] = s f(0) = f'(0)
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Se reemplaza los términos de primera y segunda derivada
L[2 cos(t) + t sin(t)] = s2L[t sin(t)] — s (o) — (0)
L[2cost] — L[t sint] = s2L[t sin(t)]

Se despeja la trasformada de Laplace dejando en términos de (S)

2
=2 _is_ 1= L[tsin(t)] (s? + 1)
Cltsi _ 2s
tsin®] = Zr e r D
Sol: 2

(s2+1) ((s2+1)

Otra formula para aplicar directamente

2%W*S

L [t sin(wt)] = (S‘TWZ)Z

2*¥W*S
(s2+w?2)2

Férmula: £ [t sin(wt)] =
e Encontrar la trasformada de Laplace de L[t sin(4t)]
L[t sin(4t)]

2xW*S
(s2+w?)2

Aplicando la formula £ [t sin(wt)] =

ol: L
" (s24+16)2

Desarrollo de las derivadas
f(t) = tsin(4t)
f'(t) = sin(4t) + 4t cos(4t)
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F'"(t) = 4 cos(4t) + [4 cos(4t) — 16t sin(4t)]
F'"(t) = 8cos(4t) — 16t sin(4t)
8L[ cos(4t)] — 16L[t sin(4t)] = s2L[t sin(4t)]

8s _ 8s
(s2+16)(s2 +16) (s2 + 16)2

Si la expresidn obtenida es exacta con la férmula y el procedimiento de

las diferentes derivadas

0|' 8—5
" (s2+16)2

4.8. Teorema de la trasformada de Laplace de la integral de una

funcion

La trasformada de Laplace de una funcion f(t) que es igual a f(s)

o _ . f
entonces L [[" e f(8) df Jes |guala%

LIf®]=f(s) - L[f =St £(0) d9] f(S)

Ejemplos
N

. _ 1
e Encontrar la transformada inversa £71 [S

1
] tomamos solo —
(s—2) s=2

de la ecuacion y tenemos e?*

-1 [@] — L _ ezt
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[6) _ _1
s s(s—=2)

Se determina la integral

t 1 t 1
f 629 de = - eZBl — = eZt _
0 2 2

1 1
Sol: = e?t —=
2 2

Resolver
o)t = 2 () (2)
% ((j:;;(i)) - Zi((s—zz) (s))

B |
Sol: P

4.9. Teorema de la derivada de la transformada de Laplace

Cuando tengamos una multiplicacion de dos funciones donde siempre
una de ellas sea la variable (t) (esta mismas puede ser al cuadro al cubo
etc.) multiplicado por una funcién cualquiera f(t) se puede simplemente
encontrar cual es la trasformada de Laplace de f(t) y luego derivar y con
ello encontramos la trasformada de Laplace de la multiplicacién
(Marquina Alvarado, 2023).

Si LIF(O] = f(s),» ~22 = L[t « f(0)]

Demostracién

f()=J et f(v) dt
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df(s) _i ®© st
o = fo e St f(t) dt

ars) _ (e d st ars) _ (® _, ,-st
o= [y e f(O) dt » === [T —te™ f(1) dt

Multiplicamos ambos lados por (-1)

=IO = £t f(1)]

Formula: L[t £(£)] = =L

Ejemplos:
I Y

e Encontrar la trasformada de Laplace de L[t cosh(2t)]
L[t cosh(2t)]

Encontramos a que es igual la trasformada de Laplace del cosh(2t) es
decir de f(t)

N

L{t=* cosh(2t)| -

0
LIF©1

s2—4

Se determina la derivada a la trasformada encontrada

—af(s) _ s2—4-5(25)
ds (s2-4)2
—df(s) _ _ s*-4-(25%)
ds (s2-4)2
—-df(s) _  s?+4
s = Gy L[t cosh(2t)]
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s2+4
L[t cosh(2t)] = iy
s%+4

Sol: Y

e Encontrar la trasformada de Laplace de L[t? cos(2t)]

L[t? cos(2t)]

s2+4
L[t? cos(2t)] = L[t *t cos(2t)] G7-a)?
f@®
|
_Y© _ ( s*+4 )_ s%+4
ds (s2-4)2) ~ s%-8s2+16

e Encontrar la trasformada de Laplace de L[t? e?!sin(5t)]
L[t? e?'sin(5t)]

Encontramos la trasformada de Laplace y después derivamos
5

t sm(5t) = 2128
. _ -5(2)s

t sin(5t)= 125y
. _ -(10)s

t sin(5t)= 125y

Aplicamos el teorema de traslacion

S — _106=2)
L[t* e*sin(5t)] = ((s—2)2+25)2
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. 10(s-2)
Sol: ((s—2)2+25)2

4.10.  Teorema de la Integral de la transformada de Laplace

Antes que nada, hay que ver si existe f(s)

LIf(t)] = f(s) que si existe, ademas ltlrr& (@) exista . —

L[@] = [ f®) ds

t

Primer paso hay que verificar si el limite existe por hospital Bernoulli

L [Sin(t)] - lim (SL—M) =1

t t—0 t

1
s2+1

Se le pone una integral desde (s) hasta infinito

1 o 1 _ .

== J, =5 45 = arctg(s)ls
Sol: g —arctg(s)

4.11. Ecuaciones Diferenciales mediante transformada de

Laplace

Ejercicio 1
N

LIf" (O] = s>L[f ()] = sf(0) — f'(0) —» Teorema
y'+y=0
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LIy" +y] = L[0]
Lly"]+L[y] =0
s?Ly] —sy(0) —y'(0) + L[y] = 0
Lly](s?+1)—sA—B =0

sA+B
L[}’]=m
Inversa
iyl = L
) =L [2+1 [52+1
y© = AL [ ]+ B e L [

y(t) = A * cos(t) + B * sin(t)
y(t) = y(0) * cos(t) + y'(0) * sin(t) » Resultado

Ejercicio 2
N
y'+3y'+2y=et
y(0)=0;y'(0)=0
Lly"]+3L[y'T+ 2L[y] = L[e™*]

1
s2Lly] = sy(0) = y'(0) + 3[Lly] — y(O)] + 2L[y] = —~
s2L[y] + 3s[Lly]] + +2L[y] = 0

1
L 24 35+2)=——
[yl(s® + 3s + 2) "
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1

=+
Inversa
L1L[y] = £ [ !
(s+1)(s?+3s+2)
Resolucion
1 A B C

= + +
+DE+D(Gs+2) s+1 (s+1)2 s+2
1=A(s>+3s+2)+B(s+2) +c(s +1)2
1=As*+3As+2A+Bs+2B+Bs+ 2B+ C(Cs?+2Cs+C

s 0=A+C
s: 0=34+B+2C
s0: 1=2A+C+2B

A=—C—-A=-1
1=2(-C)+C+2B
1=-C+2B
B=l%£aB=1

1+C
0=-3C+——+2C

0— C+1+C
N 2
c=1
A=—-1
B=1
c=1
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Una vez hallado los valores A, By C se reemplaza en la ecuacion inversa

-1 1 1]
2

=L‘1[ + +
Y s+1 (s+1)2 s+

RPSYI JUSYHE WS POSTE
y= s+1 (s+1)? s+2
y=—et+tet+e % - SOLUCION

Comprobacion

y'+3y ' +2y=et
Y=Ypt Y
Resolucién y,
r2+3r+2=0
r+2)+(r+1)=0
r=-2; r=-1
CFS ={e %t et}
Ve = Cie %t + Ce”t
Resolucion y,
Yp = t°[Agle™"
s=0; Yp = Age™
s=1; Y, = tApge™"
y'p =Age ™t — Agte™"

y”p = _Aoe_t - Aoe_t + Aote_t
Se reemplaza en la ecuacion

y'+3y" +2y=et
—24pe7t + Agte™t + 34pe7t — 3Apte "t + 2Apte P = et
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Aje t=et

AO == 1
yp =te"t
Y=Yt

y=te t+ Cie % + Cet

Hay que hallar €,y C, recordando y(0) =0 ;y'(0) =0
0=CG+CG->0G=-0G
y' =et—tet—2C,e7? — Chet
0=1-2¢ —C,
0=1-2C,+C, +1
C,=1 ; C,=—1

y=tet+e 2t —e t - SOLUCION

4.12. Ejercicios con método de la LAPLACE de forma analitica 'y
Matlab

Resolver la siguiente ecuacion diferencial, utilizando el método de
transformadas de LAPLACE.
y"'—2y' —3y=tet
sabiendo que y(0)=1; y'(0)=7
e Comparar la respuesta con la solucidn, utilizando cualquier método
de la unidad 2.

e Crearunafuncién problemataller3.m para la solucién aproximada,
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Crear una funcion soltaller3.m para la solucion exacta que los
valores de t sean independientes, creando un vector t de 0 a 3 en
intervalos de 0.01.

Crear la grafica de comparacion, (solucion aproximada con
HEUNZ2SISTEMAS con 10 puntos xe[0,3])

Crear un script con los comandos utilizados para crear las graficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del grafico, leyendas y mallado) con el

nombre de graficotall3.m

SOLUCION EXACTA 1 P 1 _¢ 129 3t
(funcién respuesta y= —gt e " — 1—6te + 6—46
implicita y(t)) 65
—_ _e_t
64
VALORDECly C2 c 129 c —65
(constantes de 1= 6_4 yil, = 6—4

integracion)
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FUNCION FUNCION Script
problemataller3 Soltaller3.m Graficotall3.m
.m
function function[t,yreal [x,y]=Heun2 sistemas('p

z=problemat

]=soltaller3(x)

roblemataller3',0,3, [1

aller3(x,vy) t=0:0.01:3; 71,10)

z(1)=y(2); yreal= (- plot(x,y(:,01),'g")

z (2)=(x)*ex | 1/8)*(t."2).*exp [t,yreal]=soltaller3 (x)

p (- (-t) - ;

X)+3*y (1) +2 (1/16) *t.*exp (- hold on plot(t,yreal,
*y(2); t)+(129/64) *exp ( 'r'")
z=z(:); 3*t) - grid on

end (65/64) *exp (-t) ; title('2do orden
end comparacion')
xlabel ('variable
independiente')
ylabel ('variable
dependiente')
legend
('"APROX', "EXACT")
2do orden comparacion
18000 T T T T T
APROX
16000 [ EXACT | 4
14000 | ﬂ
£ 12000 ,J‘I-
S f
5 [
$ 10000 | / 8
o
[0) /
kel
© 8000 f / .
Q
8
S 6000 -
4000 | _
2000 | 1
0 1 L == 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

variable independiente
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Resolver el sistema de ecuaciones, mediante la técnica del operador
diferencial D. Ademaés, representar en Matlab las dos soluciones

aproximadas con las soluciones exactas.

dx_z
ac Y
dy_
a7

Sabiendo que x(0) = 1;y(0) =1

Se deberé crear dos gréaficos en una sola ventana. Tal como se hizo en

clases.

e  Crear una funcion sistemtaller3.m, donde se plantee el sistema de
ecuaciones.

e Crear una funcion sistexaxtaller3.m, con un vector independiente
t[0,1] en intervalos de 0.001 para la solucion de x(t)

e Crear una funcion sistexaytaller3.m, con un vector independiente
t[0,1] en intervalos de 0.001 para la solucién de y(t)

e Crear un script Graficosisttall3.m, para los graficos con dos filas y
una columna de la solucion exacta con la aproximada.

e Sedeberd llenar la siguiente tabla.
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FUNCION

FUNCION

FUNCION

Script

sistemtaller | sistexaxtaller3. | sistexaytaller3. Graficosisttall3.m
3.m m m
function function function [x,y] =
z=sistem [t,x1]=sis [t,x2]=sis Euler per856sistema
taller3( texaxtalle | texaytalle s('sistemtaller3',O0
X, yY) i r3(x) r3(x) 1,10, [1 17)
z (l)=2*y t=0:0.001": t=0:0.001": $GRAFICO DE x1
(1) *y (2) 1; 1; subplot(2,1,1)
; xl=exp(2.* x2=exp (t) ; plot(x,v(:,1),'b");
z(2)=y (2 (exp (t) - end hold on
) ; 1)) [t,x1]=sistexaxtall
z=z(:); end er3(x);
end plot(t,x1,'xr")

xlabel ('VARIABLE
INDEPENDIENTE "t"'")
ylabel ('VARIABLE
DEPENDIENTE "x1"')
title ('APROX VS
EXACTA DE x1"')
grid on
legend ("APROXIMADA'
, "EXACTA")
$SGRAFICO DE x2
subplot(2,1,2)

plot(x,y(:,2),'b");
hold on

[t,x2]=sistexaytall
er3 (x)

plot(t,x2,'r")
xlabel ('VARIABLE
INDEPENDIENTE "t"')
ylabel ('VARIABLE
DEPENDIENTE "x2"')
title ("APROX VS
EXACTA DE x2'")
grid on
legend ("APROXIMADA'
, "EXACTA'")
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APROX VS EXACTA DE x1

w
o
T

T T
APROXIMADA
— EXACTA

20

-
o
T

o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
VARIABLE INDEPENDIENTE "t"
APROX VS EXACTA DE x2

— APROXIMADA | |
m—ENALTA =

o

w

N
o

N
T

ki
o
T

-

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
VARIABLE INDEPENDIENTE "t"

VARIABLE DEPENDIENTE "x2" yARIABLE DEPENDIENTE "x1"
o

Resolucion
Pregunta 1

y"—2y' =3y =te ' sabiendoque y(0)=1; y'(0)=7

Lly"] - 2L[y'] - 3L[y] = L[te™"]

1 1
s*LLy] = sy(0) = y'(0) = 2[sLy] * y(O] = 3L[y] = 5 *

s?Llyl —s—7—2[5L[y] * 1] = 3L[y] = ﬁ

L[y](sz—25—3)—s+5=m

L7L[y](s? —25s—3)—s+5=L"1 [ﬁ]
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1 +sG+1)%+5s(s+1)°
(s +1)%(s? —2s—3)
1 +s(s+ 1% +s(s+1)°
(s+1)%(s2—2s—-23)

-1 s+8 s+8
y=t |+ ==
(s+1)? s2—2s—-3

1 s+8
y=L0G +1)2] [(s—3)(s+1)
C
(s+1)2 (s+3)+(s+1)
A B C
(s+1)2+(s+3)+(s+1)

3+s3+3s%+2s=

o -
69(s + 1)? 64
1

i [m] 16

-t

t

-1 -t
[s + 1] Cre”

£ [s - 3] = e
1 e tt
Cle_t+CZe _Etz _t 16

1
y=Cle‘t+Cze —Etz _t—ﬁ

y(0) =1 y'(0)=7

0 == Cl

O = C2
Condiciones

y0)=1= ¢ +C,
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1
, _ _ -t 3t —tz -t __ _ 2,-t —
y'(0) = —Cre™ +3Ce™ + gte™ —tle 16

1
=7 = - T~
y(0) €1 +3C, — 7

1
7+—:—Cl+3C2

16
113
1—6=—C1+3C2
1= C1+C2
113
E=—C1+3C2
113
4C2=1+E
129
4C2:E
129
C2:6_4-
C,=-1-C,
129
C, = 64
65
C; o4
—t
3’:_% —t+%e3t %e“t 2 _ ¢ 16 L
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Pregunta 2

dx_2
ac Y
dy
a7

x(0)=1y(0)=1

[2-fu

eln(y) — et+C1

y = c;et
1=¢
y=e

dx

— = 2xet

eln®) — eZet+cz
x = ¢ e
1= C262e°+cz
y=e'
In(1) = In(e?*¢2)
0=2+c¢,
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4.13. Resolucion de problemas

Encontrar la solucion exacta de la Ecuacion Diferencial ty" + (3t —
1)y"+ 3y=0 cony(0)=0;y'(0) =1, mediante transformadas de
Laplace. Ademas, comparar graficamente con la solucion aproximada
dada por el metodo de HEUN2 en Matlab.

e Crear una funcion pruebaprox3.m para la solucion aproximada
(HEUNZ con 100 divisiones, xe[0,2]) y graficar de color azul.

e Crear una funcion pruebaex3.m para la solucién exacta que los
valores de t sean independientes, creando un vector t de 0 a 2 en
intervalos de 0.001 y graficar de color rojo.

e  Crear un script con los comandos utilizados para crear las gréaficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del grafico, leyendas y mallado) con el
nombre de graficaprueba3.m

SOLUCION EXACTA 1
- S _ T 42,-3t
(funcién respuesta implicita y(x) y = > t“e
FUNCION FUNCION Script
pruebaprox3. pruebaex3.m graficaprueba3.m
m

function function %inportante existe un

z=pruebapr [t,yreal]l=prue | error para este ejercicio

0x3(x,V) baex3 (x) en la funcion

% en caso | %$desde 0 con | $function [x,v] =

de exsitir | incremento de | Euler per856sistemas(f,a,b

una varible | 0.001 hasta 1 , N, v0)

adicional t=0:0.001:2; %por eso no te wva a dar

en la | yreal=(1/2) .*t | exacto

ecuacion 2.0 %exp (-

principal 3.*%t);

$sustituir %[x,y]=Heun2 sistemas ('nom

lo por x end bre de la funcion

z(1l)=y(1); aproximada',valor de
inicio,Vfinal,N° de
diviciones,valor de [y (0)
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z(2)=(1-
3*x)*y(2)—
3*y (1)
$formula
para que
funcione la
funcion
euler
z=z(:);
end

divido por espacio y' (0)]
o condicion inicial)
[x,v] =
Euler per856sistemas ('prue
baprox3',0,2,5,[0 11)

N=5;

%pra graficar las
conponentes de la funcion
y la inicial del color en
ingles

%dado que la funciond e
euler travaja dando como
resultdo

%dos columnas y y y' de
le designa con gque clumna
se va a travajar con (:,1)
% que 1indica (/todas la
filas, primera columna)

plot(x,y(:,1),'x")
%poder grafiacar otara
adicional

hold on;

%para poder graficaar la
otra ecuacion

% si primero no le manda a
correx la solucion
aprocimada

%no te va corre la exacta
[t,yreal]=pruebaex3 (x)
plot(t,yreal, 'b'")

%para activar el
cuadriculado
grid on;

$nombre dela funcion;
legend ('principalaprox', 'p
rincipalexac');

$nombre de cada uno de los
ejes x 0y

xlabel ('tiempo') ;

ylabel ('distancia');
$titulo de grafica general
title('exacta');
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Gréfico Completo

exacta

0.035

principalaprox
principalexac

0.025

distancia

0.015

0.005

0 L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2

tiempo
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones mediante el operador
diferencial D, sabiendo que x(0) = 1; y(0) = 0. Ademas, representar
en Matlab las dos soluciones aproximadas con las soluciones exactas.

{ x'(t) = x(t) — y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(t)

Se deberé crear dos gréaficos en una sola ventana. Tal como se hizo en

clases.

e Crear una funcion sistemprue3.m, donde se plantee el sistema de
ecuaciones.

e  Crear una funcion sistexaxprueba3.m, con un vector.
independiente t[0,1] en intervalos de 0.001 para la solucion de x(t)

e  Crear una funcion sistexayprueba3.m, con un vector.
independiente t[0,1] en intervalos de 0.001 para la solucion de y(t)
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Crear un script Graficosistprueba3.m, para los graficos con dos
filas y una columna de la solucion exacta con la aproximada.
Se debera llenar la siguiente tabla:

FUNCION FUNCION FUNCION Script
sistemprue | sistexaxprueba | sistexayprueba graficosistptueba3.m
ba3.m 3.m 3.m

function function function %[x,y]=Heun2 sistema
z=sistem [t,x1]=sis [t,x2]=sis s ("nombre de la
prueba3 ( | texaxprueb | texayprueb funcion

X,Y) a3 (x) a3 (x) aproximada',valor de
% en caso | $desde 0 | $desde 0 | inicio,Vfinal,N° de
de con con diviciones,valor de
exsitir incremento incremento [y (0) divido por
una de 0.001 | de 0.001 | espacio y'(0)] o
varible hasta 1 hasta 1 condicion inicial)
adiciona | t=0:0.001: t=0:0.001: [x,V] =
1l en la|1l; 1; Euler per856sistemas
ecuacion | xl=exp(2.* x2=2.%exp ( ('sistemprueba3', 0,1
principa | t).*cos(t) 2*t) .*sin( ,100, [1 017)

1 - t);

$sustitu | exp(2.*t). | end Spara la grafica
irlo por | *sin(t); exacta x1

X % subplot es para
z(1)=y (1 | end lcos grficos (N°
)=y (2); fila,N°

z (2)=2*y columna,posicion de
(1) +3*y ( la grafica)

2) i subplot (2,1,1)

$formula
para que
funcione
la
funcion
euler
z=z(:);
end

$pra graficar las
conponentes de la
funcion y la inicial
del color en ingles

%dado que la
funciond e euler
travaja dando como
resultdo

%dos columnas y y

y' de le designa con
que clumna se va a

travajar con (:,1)
% que indica (/todas
la filas, primera

columna)
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plot(x,y(:,1),'c")
%poder grafiacar
otara adicional

hold on;

%para poder
graficaar la otra
ecuacion

Q

% si primero no le
manda a correx la
solucion aprocimada
%$no te va corre la
exacta
[t,x]l]=sistexaxprueb
a3 (x)

plot(t,x1,'b")

%para activar el
cuadriculado

grid on;

$nombre dela
funcion;

legend ('principalapr
ox','principalexac')
$nombre de cada uno
de los ejes x 0y
xlabel ('tiempo');
ylabel ('distancia');
$titulo de grafica
general
title('exactal');

Spara la grafica
exacta x2

% subplot (N° fila,N°
columna,posicion de
la grafica)
subplot(2,1,2)

%$pra graficar las
conponentes de la
funcion y la inicial
del color en ingles

%dado que la
funciond e euler
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travaja dando como
resultdo

%dos columnas vy y
y' de le designa con
que clumna se va a
travajar con (:,1)

% que indica (/todas
la filas, primera
columna)
plot(x,y(:,2),'r")
%poder grafiacar
otara adicional

hold on;

%para poder
graficaar la otra
ecuacion

)

% si primero no le
manda a correx la
solucion aprocimada
%no te va corre la
exacta
[t,x2]=sistexayprueb
a3 (x)

plot (t,x2,'b")

%para activar el
cuadriculado

grid on;

$nombre dela
funcion;
legend('principalapr
ox', 'principalexac')
%$nombre de cada uno
de los ejes x 0y
xlabel ('tiempo') ;
ylabel ('distancia');
$titulo de grafica
general
title('exacta2');
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Gréfico

exactal

principalaprox
principalexac |

distancia
o

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

exacta2
15 T T T

principalaprox
principalexac

@10 .

(5]

[=4

@

o

o 5t

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo

Resolucion Prueba Tercer Parcial

1. ty" + (3t - 1)y’ + 3y = 0 sabiendo que y(0) = 0 ;
y'(0) =1

Lty" +3ty' —y"'+3y] =0 - L[ty"] + 3L[ty'] — L[y'] + 3L[y]
=0-
L[y"] = S?L[y] — yoS —yo = S?L[y] =05 —1 > S*L[y] - 1
Lly'] = SLIy] —yo » SLIy] — 0 - SL[y]
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d d
Ley"] = == Lly"] > Llty"] = === (S2Lly] = 1) - L[ty

= —(2SL[y] + S*(L[yD")
- L[ty"] = =25L[y] — S*(L[y])’

d d
Llty'] = —ﬁﬁ[y’] - L[ty'] = 7 (SLIyD - L[ty’]

= —(L[y]l +SL[yD)) -
Llty'l = =L[y] = S(L[yD) -

Lty"] +3L[ty'] — L[y'] + 3L[y] =0 -

—2SL[y] = S*(LIyD' + 3(=L[y] = SLIyD)) — SLIyl + 3L[y] = 0
—2SL[y] = S*(LIyD)' = 3Lyl = 3S(L[y])' — SL[y] + 3L[y] =0 =
—S2(LIyD' = 3S(L[yD)' —3SL[y] =0 -

—S2(LIyD' = 3S(LIyD)) —3SL[y] =0

d
Lty] = —ﬁﬁ[y] = —(L[yD'
—S2L[ty] — 3SL[ty] — 3SL[y] = 0 » —L[ty](—S? — 3S) = 3SL[y]

_ 3SL[y] dLly] ~ 3SL[y] dLly]  3dS
Hol=Ge39 " " 7as ~Gex3s) Il G+3)

dL[y] ds
_f Lyl 3[ G13 > ~ED=3I(S+3) = In(lyD

=In(S+3)3-

1
Lyl=(@S+3)3 > L7 L[yl =£72 [m] -y

T 2!]
= —| >
(S + 3)32!
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_ 11:_1[ 2!
Y=~ 5+3)3

1 1
] Sy = 5tze—st Sy =§tze—3t

Matlab:

Debido que existe un problema en la divisién para el programa de
Euler_per856sistemas asi que no realizar divisiones para la aproximada.

, (@=3t)y" -3y
y =

t
y=y@1) ¥y =) '
z(2) = (y(2))'
{ z(1) =y1
z(2)=(1-3*xx)y(2) —3*xy(1)

Esta es la manera de escribir en Matlab:

Solucién aproximada:

{ z(1) =y(1)
z(2)=(1-3*x)*y(2) —3*y(1)
Solucién exacta:
Y=(1/2)*t.22.*exp(-3*t)

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones mediante el operador
diferencial D, sabiendo que x(0) = 1; y(0) = 0. Ademas, representar

en Matlab las dos soluciones aproximadas con las soluciones exactas.

{ x'(t) = x(t) —y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(t)

x(0)=1
y(©0)=0
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{x’=x—y _){—x+x’+y=0 _){ x(D-D+y=0 _
y'=2x+3y (—2x-3y+y'=0 (-2x+y(D-3)=0

{ [x(D —1) +y =0](2)
[—2x + y(D —3) = 0](D — 1)

2x(D — 1) + 2y = 0
_){—Zx(D—1)+y(D—3)(D—1):0_)

0
2y+y(D—3)(D—1)=0—>2+D2—D—3D+3:;

- D?—-4D+5=0-
_chiVh—dac (DY 4D

Dy, = .
12 2a BRG 2(D)
4++-4
- Dy, =T—>
44+ 2vV-1
D1;2 :T_)Dl;ZZZi_ V_]._)Dl;ZZZii

r1;2=liio<

Conjunto fundamental de soluciones (CFS)

{e?* cos(x x) ; e**sin(x x)}
Solucién general
y = C1e**cos(x x) + Cye**sin(cx x)
CFS:{e? cos(t) ; e?t sin(t)}
y(t) = C,e?t cos(t) + C,e?t sin(t) - 0
= C,e?t cos(0) + C,e?t sin(0) -
0=C;+0—-portanto C; =0
y(t) = C,e?t sin(t)

230




xD—-1)+y=0
{—2x+y(D—3)=0_>

{[X(D -D+y=0](D-3)
[-2x +y(D - 3) =0](-1)

_){x(D—l)(D—3)+y(D—3)=O_)
2x—y(D—-3)=0

0
2x+x(D—1)(D—3)=O—>2+D2—3D—D+3=;

->D?—4D+5=0
_chiVb—dac (DD 4D

Lz 2a 12 2(1)
4++V—-4
- D1;2 :T_)
44+ 2v-1
D1;2 =T_)D1;2 =2i V_l_)Dl;Z =2il

CFS:{e?t cos(t) ; e?t sin(t)}
x(t) = C3e? cos(t) + Ce?tsin(t) - 1
= C3e2® cos(0) + C,e?® sin(0) —
1=C3+0C, »portanto C3 = 1

Sustituimos en;

x'(t) = x(t) = y(©)

Esto:
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x(t) = Cze%t cos(t) + C,e?tsin(t) - (x(t))’
= (C3e?t cos(t) + C,e?t sin(t))’ -
x(t) = 2C3e?t cos(t) — Cze? sin(t) + 2C,e?t sin(t) + C,e?t cos(t)

y(t) = C,e? cos(t) + C,e?t sin(t)
Sustitucion:

2C3e%t cos(t) — Cze?t sin(t) + 2C,e?t sin(t) + C e?t cos(t)
= C3e?t cos(t) + C,e?t sin(t) — C,e?t cos(t)
— C,e?tsin(t) -
C;e?t cos(t) — Cze?t sin(t) + Ce?t sin(t) + Che?t cos(t)
= —C,e? cos(t) — C,e?t sin(t) —»
C;e?t cos(t) — Cze?tsin(t) + Ce?t sin(t) + Che?t cos(t)
+ C,e?t cos(t) + C,e?t sin(t) = 0 -

(C3+ C4 + Ce?t cos(t) + (Co — C3 + Cy)e?tsin(t) = 0
Co+Cp+C =0
C,=0
C;=1
Ci+Co=0-Co=—C3>Cy=—1

C4_C3+CZZO_)C2:1+1_)C2:2
Ci=0A C=2 A Ci=1 A Cp=-1
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Solucién exacta:

{x(t) = Cze?! cos(t) + C,e?t sin(t)
y(t) = C,e?tsin(t)

{x(t) = e?t cos(t) — e?t sin(t)
y(t) = 2e? sin(t)

Para Matlab:

{ x'(t) = x(t) — y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(t)

x=y1) _ x=y1)
y=y2) x=y(2)

Solucidén aproximada

{ z(1) =y(1) —y(2)
z(2) =2xy(1) +3*y(2)

Solucién exacta:

{x(t) = e?t cos(t) — e?t sin(t)
y(t) = 2e?! sin(t)

. {xl = x(t) = e? cos(t) — e?! sin(t)
x, = y(t) = 2e?t sin(t)

Pera Matlab e? = exp(2)
x; = exp(2 * t) .x cos(t) — exp(2 * t) .* sin(t)

X, = 2.x exp(2 * t) .x sin(t)
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5. Ejercicios de aplicacion |

5.1. Resolucion ejercicios de aplicacion

y"'+ v +y=e*(x+x?) cony(0)=m;y'(0) =n; (la letra m es el

ultimo digito de la cédula del estudiante, y la letra n es el Gltimo digito

del cddigo del estudiante)
y(0)=5 ,y'(0) =8
r’+r+1=0
b? — 4ac
1-4(1)(1)=-3<0

-(1) £vV-3
Py, = Y

€Y)

-1 3
P, =—+—1/i
2= 5t Vi

-1 V3 \ 1 V3
CFS = {e2” cos <7x>;e 2% sin <7x>}

Y, = x°[Aps A1x + Axx®le™ s=0

Y, = Age™ + A;xe* 4+ Ayx®e”

Y,' = Age* + Aje* + Ayjxe* + 24,xe* 4+ Ayx*e”

Y," = Age* + Aje* + Aje* + Ajxe™ 4 24,e* + 24,xe* + 24,xe”

+ Ayx%e®

Y," = Ape® + 2A,e* + A;xe* 4+ 24e* + 4A,xe* + AyxPe”
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Age* + 2A,e* + Ajxe* + 2A,e* + 4A,xe* + Ayx%e* + Age”
+ Aje* + Ajxe® + 2A,xe* + A,x%e* + Aye*

+ Ajxe® + Ayx%e* = e*(x+x?)

34pe* + 34e* + 24,e* =0 - 34, + 34, + 24, =0
1-2

3A1xex + 6A2xex = xex e 3A1 + 6A2 =1- A1 = T Al

Lox_ lxex +lxzex
P9 3 3

Y=Y, +Y,

-1 V3 -1 V3 11
Y = C,e2” cos (79() + C,e2 ¥ sin <7x> +§ex _§xex

Cuando y(0) =5

-1 V3 -1 V3 1 1
5=Ce2@cos (7 (0)) + Cre2 @ sin (7 (0)) + 590 ~3 (0)e®

1
+ § (0)280
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5=+ ! C A

= —_ pp—

S T
Cuando y(0)' = 8

1, B\ VE 1, (B
y :_EQe 2" cos TX _TCIG 2% sin TX
1 20 (V3 V3 1. (V3 1
—ECZe2 sin TX +7C26 27 cos TX +§ex
1 1 2 1
— =" ——xe" +—xe* +—x%e"
3 3 3
1 V3 1 1
Matlab:
Solucioén exacta:
44
Cy ) A Cy=12316
L V3 L (V3 11
y=Ce 2°cos|—x |+ Cre 2"sin| —x | + —e* — =xe*
2 2 9
1
2,5
+3x e
Solucion aproximada:
y'=e*(x+x) -y —y-
y’=}’1 N y”:yll_){ Z(l) :y(Z)
Y =Y2 y =y,

z(2) = e*(x +x*) —y(2) —y(1)
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5.2. Resolucién de problemas

Encontrar la solucién exacta de la ecuacion diferencial y" + y' +
y=e*(x+x?) con y(0)=m;y’(0) = n, ademas comparar graficamente
con la solucién aproximada dada por el método de HEUN2 en Matlab.
(la letra m =5" es el ultimo digito de la cédula del estudiante, y la letra
n ‘8’es el ultimo digito del cddigo del estudiante).

e Crear una funcién principalaprox.m para la solucion aproximada
(HEUNZ2 con 3, 5, 10 y 100 divisiones, xe[0,2]) y graficar de color
rojo.

e Crear una funcion principalexac.m para la solucion exacta que los
valores de x sean independientes, creando un vector xind de 0 a 2
en intervalos de 0.001 y graficar de color azul.

e  Crear un script con los comandos utilizados para crear las gréaficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del grafico, leyendas y mallado) con el
nombre de grafprincipal.m

SOLUCION EXACTA 1 V3 V3
(funcidn respuesta C,e" 2" cos <— x> + Cre 2 sm( x)
implicita y(x) 2 2
1

1
6 3xe +3xe

VALORDEClyC2 44
€ =5:C = 1231
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FUNCION

o FUNCION Script
principalapr L S
ox.m principalexac.m grafprincipal.m
function function %[x,y]=Heun2 sistem
z=princip [xreal,yreal]l=principa as ('nombre de la
alaprox (x lexac (x) funcion
'Y) $valor inicial: aproximada',valor
z(1)=y(2) incremento:valor final de
; xreal=0:0.001:2; inicio,Vfinal,valor
z(2)=(x"2 Cl=44/9; de [y (0) divido por
+x) . *exp ( C2=12.31; espacio y'(0)] o
X) -y (2) - condicion
y(1); bb=(sqrt(3))/2; inicial,N° de
$formula diviciones)
parg que yreal=(Cl) .*exp ( (- [x:y]fHeQDZ_sisteTa
funciones 1/2) *xreal) . *cos (bb*xr s ('principalaprox',
la eal)+(C2) .*exp ( (- _0,2,15 81,100)
funcion 1/2) *xreal) .*sin (bb*xr %pra graficar las
euler eal)+(1/9) .*exp (xreal) conponeptes de la
z=z(:); _ funcion y la
end inicial del color

(1/3) .*xreal.*exp (xrea
1)+(1/3) *xreal.”2.*exp
(xreal) ;
end

en ingles
$dado que la
funciond e euler
travaja dando como
resultdo
%dos columnas y vy
y' de le designa
con que clumna se
va a travajar con
(:,1)

% que indica
(/todas la filas,
primera columna)

plot(x,y(:,1),'r")
%poder grafiacar
otara adicional
hold on;
% si primero no le
manda a corre la
solucion aprocimada
%no te va corre la
exacta
[xreal, yreall=princ
ipalexac (x)
plot (xreal,yreal,'b
")
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%para activar el
cuadriculado
grid on;
$nombre dela
funcion;
legend ('principalap
rox', 'principalexac
") i
gnombre de cada uno
de los ejes x 0 Yy
xlabel ('tiempo') ;
ylabel ('distancia')
%titulo de grafica
general
title('grafprincipa
1)

Grafico Completo 3 Divisiones

10

95

distancia
(=] ~
o ~ o o]

(=]

55T

grafprincipal
principalaprox
principalexac
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8 2
tiempo
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Grafico Completo 5 Divisiones

distancia

grafprincipal

principalaprox
principalexac | /]

95+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18 2
tiempo

Grafico Completo 10 Divisiones

distancia

grafprincipal

10

principalaprox

95 principalexac

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8

tiempo
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Grafico Completo 100 Divisiones

grafprincipal

principalaprox
principalexac | 7

75T

distancia
)

el
3]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
tiempo

6. Ejercicios de aplicacion 11

6.1. Ejercicio 1l
N
Resolucion
x" +2x' + x = etcos(t)t? cuando: x(0)=5; x'(0) =8
+2r+1-0C+Dr+1)=0->rn=r=-1
CFS: {Cie ' + Cte™ 8}
x. = Cie t+ Cyte™t
xp, = t5{[Ag + Ast + Ayt?*] cos(t) + [By + Byt + B,t*] sin(t)}et
S=0
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x, = Agef cos(t) + Ajtet cos(t) + Ayt?et cos(t) + Bye’ sin(t)

+ B;tetsin(t) + B,t? et sin(t)

x, = Aget cos(t) — Aget sin(t) + Asef cos(t) + Ajtet cos(t)
— A tetsin(t) + 24,tet cos(t) + A,t2et cos(t)
— A,t2et sin(t) + Bye®sin(t) + Byet cos(t)
+ Byetsin(t) + B;tet sin(t) + Bytet cos(t)
+ 2B,tet sin(t) + B,t%et sin(t) + B,t2et cos(t)

x; = Age’ cos(t) — Agef sin(t) — Age sin(t) — Aqe’ cos(t)
+ A et cos(t) — A et sin(t) + A et cos(t)
+ A tet cos(t) — A tet sin(t) — A et sin(t)
— A tetsin(t) — A tet cos(t) + 24,et cos(t)
+ 2A,tet cos(t) — 24, tet sin(t) + 24, tet cos(t)
+ A,t2et cos(t) — A t?et sin(t) — 24,tet sin(t)
— A t?et sin(t) — A,t2et cos(t) + Byet sin(t)
+ Byet cos(t) + Byet cos(t) — Byet sin(t)
+ Byetsin(t) + B;et cos(t) + B,et sin(t)
+ Bytet sin(t) + B;tet cos(t) + B;et cos(t)
+ B;tet cos(t) — B tetsin(t) + 2B,et sin(t)
+ 2B,tet sin(t) + 2B,tet cos(t) + 2B,t et sin(t)
+ B,t? et sin(t) + B,t%et cos(t) + 2B,tet cos(t)
+ B,t%et cos(t) — B,t2et sin(t)
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x, = —2Age" sin(t) + 24;e’ cos(t) — 24, et sin(t) — 24, te’ sin(t)
+ 24,et cos(t) + 4A,tet cos(t) — 4A,tet sin(t)
— 2A,t%et sin(t) + 2Byet cos(t) + 2B, et sin(t)
+ 2B, et cos(t) + 2B, tet cos(t) + 2B, et sin(t)
+ 4B, tet sin(t) + 4B,tet cos(t) + 2B,t? et cos(t)

—2Aqet sin(t) + 24 et cos(t) — 2A,et sin(t) — 24, tet sin(t)
+ 24,et cos(t) + 4A,tet cos(t) — 4A,tet sin(t)
— 2A,t%et sin(t) + 2Byet cos(t) + 2B, et sin(t)
+ 2B,et cos(t) + 2B, tet cos(t) + 2B, et sin(t)
+ 4B,tet sin(t) + 2B,te cos(t) + 2B,tet cos(t)
+ 2B,t% et cos(t) + 2Ayet cos(t) — 24,et sin(t)
+ 2A,et cos(t) + 24 tet cos(t) — 2A;tet sin(t)
+ 4A,tet cos(t) + 24,t%et cos(t) — 24,t%et sin(t)
+ 2Byet sin(t) + 2Byet cos(t) + 2B, e’ sin(t)

+ 2B tet sin(t) + 2B, tet cos(t) + 4B, tet sin(t)
+ 2B,t2%et sin(t) + 2B,t%et cos(t) + Aget cos(t)
+ A tet cos(t) + A,t%et cos(t) + Byet sin(t)
+ B;tet sin(t) + B,t? et sin(t) = etcos(t)t?

—4A,et sin(t) — 2A;et sin(t) + 3Bye’ sin(t) + 4B, et sin(t)
+ 2B,et sin(t) = 0

34pet cos(t) + 4A et cos(t) + 24,et cos(t) + 4Byet cos(t)
+ 2Betcos(t) = 0
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—4A,tet sin(t) — 4A,tet sin(t) + 3B tet sin(t) + 8B,te’ sin(t)
=0

+84,tet cos(t) + 34 tet cos(t) + 4B tet cos(t) + 4B,tet cos(t)
=0

—4A,t%et sin(t) + 3B,t? etsin(t) = 0
+3A4,t%et cos(t) + 4B,t2et cos(t) = t%etcos(t)

—4Ay — 24, + 3By + 4B, + 2B, = 0
34, + 44, + 24, + 4By + 2B, = 0
—4A, — 44, + 3B, + 8B, = 0
84, + 34, + 4B, + 4B, = 0

4
_4A2 +3B2 == 0 - BZ :§A2

4 16

9+16

3
Ap=1- A=

e d

B 4A B r3 B 4
= — e d = —(—) > [ f—
27372 2 3(25) 27 25

12 32
{—4A1—4A2+381+8BZ=0_) _E_4A2+3Bl+_—0

25
84, + 34, +4B; + 4B, = 0 24 16
£+3A1+4Bl+£:0
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20
(—4A, + 3B, + o5 = 0)(3) —124, + 9B, + o5 = 0
- 25B;

2 -

40
(34, + 4B, + — = 0)(4) 124, + 168, + —= =0

220 220 44
:—E—)Blz—E%BIZ—m
160 220\ 160
12A1+16Bl+f—0—>12A1+16<—@> g =0~ 124,
96
:_E_)
8
A ="175

{_4140 - 2A1 + SBO + 431 + ZBZ = O
3A0 + 4A1 + 2A2 + 4‘B0 + 231 == O

. 4A0+2(§5)+330 (125)+2( )=20
34, 4(125)+2( )+4B0—2(125)—0
24 72
(—4A0+330=£)(3)_) —12A0+9BO=E_)B _ﬁ
18 72 07 625
(349 + 4B, = E)H) 124, + 16B, = 7c
18 144 18 126
3A0+4Bo=£—>3A0+4(%)=£—>3A0=—E—>A0
42
- 625
42 8 3 144
AOZ_EAAlz_EAAZZEABOZEABI
44 4
——m /\BZ=E
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42 8 3
— _____pt t) — — t t _ 42 ,t
Xp 6258 cos(t) 175 te' cos( )+25t e‘ cos(t)

+1M‘f'a) 44tf'(®+4t2f'(0
6256’ Sin 125 e” Ssin o5 e” Sin
X=X +x, >

x =Ce t+ Cyte t — ﬁet cos(t) — itet cos(t)
625 125

3 144 44
_ 2t Lt o _ t o
+25t e cos(t)+6256 sin(t) 125te sin(t)

+ il t? et sin(t)
25

Cuando:
x(0)=5

5=Ce "+ C,(0)e 0 - ﬁeo cos(0) — i(O)e0 cos(0)
625 125

2 (0)%€0 co5(0) + o ¢9 sin(0)
25 e CoS 6256 Sin

44 o 4 s 0.
—E(O)e sin(0) +E(0) e’ sin(0) —
42 3167
5= C1 — E - Cl = m

Cuando:
x'(0) =8
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x'=—Cet+ Chet —Cote ™t — ﬁet cos(t) + ﬁet sin(t)
625 625

8 8 8
— ——-etcos(t) — —=te' cos(t) + —=tet’ sin(t)

125 125 125

6 t 3 2,t 3 2,t o
+£te cos(t)+%t e cos(t)—gt e' sin(t)

144 144 44
+ﬁe sm(t)+@e cos(t)—ﬁe sin(t)

44 44 8 .,
—Ete sm(t)—ﬁte cos(t)+£te sin(t)
+ %tz et sin(t) + %tz et cos(t)

En cada t=0

42 8 144

8=-G+ G- Tt 8
3167 42 8 144 621
=% T T T s e T8 s

1621

BT T

Resolver el siguiente problema

Encontrar la solucién exacta de la ecuacion diferencial x" + 2x" +
x=et(cos(t))t? conx(0)=m;x'(0) =n, ademas comparar
graficamente con la solucion aproximada dada por el método de HEUN2
en Matlab. (la letra m es el Gltimo digito de la cédula del estudiante, y la
letra n es el penultimo digito del cddigo del estudiante).
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Crear una funcién remedialaprox.m para la solucion aproximada
(HEUNZ2 con 3, 5, 10 y 100 divisiones, xe[0,1]) y graficar de color
rojo.

Crear una funcion remedialexac.m para la solucion exacta que los
valores de t sean independientes, creando un vector tde 0 a 1 en
intervalos de 0.001 y graficar de color azul.

Crear un script con los comandos utilizados para crear las graficas
de comparacion con todos los datos dados en clase (plot, hold on,
titulos de los ejes, titulo del gréfico, leyendas y mallado) con el
nombre de grafremedial.m

SOLUCION 42
EXACTA x = Cie t + Cyte™t ———et cos(t)
et 625
(funcién 8 3
respuesta — ——tet cos(t) + —t%et cos(t)
implicita x(t) 125 25
+144f'(t) 44“_@)
6256 Sin 125 e sin
+ i t% e' sin(t)
25
VALOR DE C 3167 C 1621
ClycC2 1 625 AL2 125
FUNCION FUNCION Script
remedialap remedialexac.m grafremedial.m
rox.m
function | function %[x,y]l=Heun2 s
z=remedi [xreal, t]=remedialexac (x) istemas ('nombr
alaprox( | $valor inicial: | e de la
X,VY) incremento:valor final funcion
z(l)=y(2 | t=0:0.001:1; aproximada',va
) ; Cl=3167/625; lor de
z (2)=x"2 | C2=1621/125; inicio,Vfinal,
. *exp (%) xreal= ((= | valor de [y (0Q)
.*cos (x) | 42/625) .*exp (t) .*cos (t))+((3/ | divido por
- 25) .*exp(t) .*t.”2.%*cos(t))+(( | espacio y'(0)]
2.7y (2)- | - o condicion
y(1); 8/125) .*exp(t) .*t.*cos (t))+(( | inicial,N° de
$formula | 144/625) .*exp(t) .*sin(t))+((4 | diviciones)
para que | /25)*exp(t) .*t."2.*sin(t))+(( | [x,y]=Heun2 si
funcione | - stemas ('remedi
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s la
funcion
euler
%es para
consider
ar todo
los
puntos
de la
matris
de
respuest
a y y
y (prima)
z=z(:);
end

44/125) .*exp (t) .*t.*sin(t)) +(
(Cl) .*exp(-t))+((C2).*exp (-~
t).*t);

end

alaprox',0,1, [

5 81,100)
$pra graficar
las

conponentes de
la funcion vy
la inicial del

color en
ingles

%dado que la
funciond e
euler travaja
dando como
resultdo

%$dos columnas

y vy y' de le
designa con
que clumna se
va a travajar
con (:,1)

% qgque indica
(/todas la
filas, primera
columna)
plot(x,y(:,1),
lrl)

%poder
grafiacar otra
adicional

hold on;

% si primero
no le manda a
corre la
solucion
aprocimada

$no te va
corre la
exacta

[xreal, t]=reme
dialexac (x)
plot (t,xreal, '
b')
%para
el
cuadriculado
grid on;
$nombre
funcion;

activar

dela
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legend('soluci
on
aproximada','s
olucion
exacta');
$nombre de
cada uno de
los ejes x 0 y
xlabel ('tiempo
')

ylabel ('distan
cia');

$titulo de
grafica
general

title ('prueba
del
remedial');

Gréfico Completo 3 Divisiones

prueba del remedial
7.5 T T T

— solucion aproximada
— solucion exacta

distancia
=3
o

(]
'

0 04 02 03 04 05 06 07 08 09 1
tiempo
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Grafico Completo 5 Divisiones

prueba del remedial

7.5 T T T

— solucion aproximada
solucion exacta

distancia
o
(2]

(=3}

557

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
tiempo

Gréfico Completo 10 Divisiones

prueba del remedial

7.5 T T T

T

solucion aproximada
solucion exacta

distancia
o
()]

(=3}

55

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo
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Grafico Completo 100 Divisiones

prueba del remedial
7.5 T T T

— solucion aproximada
solucion exacta

distancia
o
o

(=]

55}

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tiempo
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